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Введение
Анализ философской и математической литературы свиде­
тельствует, что в решении ряда важнейших в социальном отношении 
системных задач (экономических, экологических, социологических, 
производственных, оборонных и т.п.) наиболее эффективным оказа­
лось сочетание творческого потенциала неформального человеческо­
го мышления и практически неограниченных возможностей совре­
менных компьютеров в так называемых диалоговых интегрирован­
ных чело веко- компьютерных системах.
Один из основоположников информатики (кибернетики) 
В.МГлушков указывал, что смысл автоматизации и компьютериза­
ции состоит в том, чтобы вычленить и передать машине, электрон­
но-вычислительной технике все нетворческие повторяющиеся опера­
ции. В связи с наступлением века автоматизации процессов позна­
ния, он говорит о том, «что пройден рубеж, который исскуственно 
сдерживал границы математики...» [54, с. 20]. В этом процессе важ­
нейшая функциональная роль отводится дискретной математике 
(ДМ). По мнению В.М.Глушкова, «расширение области математи­
зации знания ... потребует и будет опираться на развитие новых раз­
делов математики, прежде всего -  новых разделов дискретной мате­
матики» [55, с. 122]. Другой выдающийся специалист в области ин­
форматики А.П.Ершов указывал на базовую роль ДМ в доведении 
системы законов «обработки информации до той же степени строй­
ности и заразительности, какой сейчас обладает курс математическо­
го анализа, читаемый в лучших университетах» [94, с. 294].
Уникальные возможности современных компьютеров в реали­
зации алгоритмов и программ дали толчок бурному развитию мето­
дологии моделирования, которая является концептуальной основой 
решения практических задач на новом, качественно более высоком 
уровне по сравнению с докомпьютерной эпохой. Философскому ана­
лизу методологии и содержания различных видов моделирования 
посвящены монографии [14,175, 188,193, 247, 248, 281 и др.].
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Поегановка задач, ил перевод на адекватный научный язык, ра­
циональная разработка моделей исследуемых объектов или явлений 
(в частности, корректная формализация описания их свойств и харак­
теристик) и, наконец, разработка эффективных алгоритмов и компь­
ютерных программ для решения задач на основе моделей -  все это 
является предметом современной методологии моделирования. По 
этой причине концептуальную роль в исследованиях с использовани­
ем компьютера стали играть математические языки и модели, алго­
ритмы, программы. Очевидно, все, что связано с разработкой про- 
1рамм, является основным содержанием предмета информатики. В 
свою очередь, все, что касается разработки математических языков, 
математических моделей и теории алгоритмов, относится к. сфере ме­
тодов ДМ (конечно, такое деление условно). Таким образом, выявля­
ется концептуальная значимость предмета ДМ, заключающаяся в 
достижении гармонии формализованного и неформализованного 
языков при самых разнообразных видах моделирования (информа­
ционного, компьютерного, имитационного и т.д.).
Формирование предмета дискретной математики происходило 
в начале эпохи развития кибернетики (информатики). В этот период 
появились существенно отличающиеся трактовки и даже разные на­
звания предмета ДМ: конечная математика, дискретный анализ (по 
аналогии с функциональным анализом), компьютерная математика, 
конкретная математика.
Автор одного из первых известных учебных пособий по дис­
кретной математике В.А.Горбатов отмечает в предисловии, что, по­
скольку процесс вычисления на ЭВМ дискретный, основной особен­
ностью ДМ является «отсутствие предельного перехода и непрерыв­
ности, характерных для классической математики» [66, с. 3 ). По­
этому с помощью термина «дискретность» выделяется предмет ДМ 
как объективно существующей области математики. По мнению 
Ю.В.Капитоновой, С.Л. Кривого и др., фундаментальной идеей для 
отображения реального мира в компьютере является идея дискрети­
зации объектов, а ДМ служит инструментарием для представления и
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обработки информации в компьютерах, а также алгебрологических 
методов решения задач [110, с. 2]. Поэтому ДМ необходима для раз­
работки и совершенствования систем компьютерной математики, 
новых компьютерных технологий, а также в математических иссле­
дованиях на основе компьютеров.
Как прозорливо предсказал В.М. Глушков, математика в начале 
XXI в. «будет в большей мере математика дискретных, а не непре­
рывных величин» [55, с. 122]. Сказанное подтверждается тем, что 
предмет «Дискретная математика» был включен в государственные 
стандарты высшего профессионального образования в 2000 -  2005 гг. 
по многим специальностям из подавляющего большинства направле­
ний подготовки. Интересно отметить, что ДМ стала основой дости­
жения гармонии формализованного языка и такого неформального 
языка, каковым является язык экономических и управленческих спе­
циальностей (в частности, менеджмента).
Н.Винср считает, что высшее назначение математики как раз и 
состоит в том, чтобы находить скрытый порядок в хаосе, который 
нас окружает. Высшее назначение ДМ заключается в том, чтобы на­
ходить скрытый порядок в хаосе прикладных математических мето­
дов, существовавшем в начале эпохи компьютеризации и 
преодолеваемым в период «дискретизации».
Анализ многочисленной философской и математической лите­
ратуры позволяет обосновать роль ДМ как математической основы 
моделирования с использованием компьютеров, что особенно ярко 
проявляется в гармоничном использовании формального языка мате­
матики, неформального языка той науки, в области которой прово­
дится исследование, и уникальных возможностей современных ком­
пьютеров. Как уже отмечалось, ДМ необходима для разработки и со­
вершенствования систем компьютерной математики, новых компью­
терных технологий, в математических исследованиях, проводимых с 
использованием компьютеров. Следовательно, ДМ является матема­
тической основой информатизации исследовательской деятельности 
и поэтому является важнейшей частью общей культуры специалиста.
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К сожалению, в настоящее время в образовательной среде нет 
общепринятой системы таких представлений о дискретной матема­
тике. Их выработка облетается тем обстоятельством, что, как следу­
ет из анализа философской и математической литературы, опреде­
ленный круг «дискретных» представлений уже исторически и есте­
ственным образом сложился на практике. Подтверждением этому яв­
ляется то, что любой специалист, достойно для своей профессии 
знающий современную математику, наряду с такими понятиями, как 
предел, производная, интеграл, дифференциальное уравнение, функ­
циональный ряд, вероятность случайного события, закон распреде­
ления и др., знает ключевые понятия ДМ: комбинаторная конфигу­
рация, бинарное отношение, алгебраическая операция, высказывание, 
предикат, квантор, формализованный язык, граф, алгоритм, испол­
нитель алгоритма и др. Это является еще одним свидетельством то­
го, что ДМ есть основа гармоничного использования в моделирова­
нии языка математики, информатики и других наук. Если в обучении 
математике отсутствует такое понимание роли ДМ, то в применениях 
математики будет наблюдаться внешне очень эффектное и «высоко­
научное» злоупотребление математическими понятиями и методами 
без глубокого знания содержательной стороны вопроса, создающее 
видимость знания. Этот вывод прежде всего относится к социально- 
экономическим и гуманитарным областям знания, где модельные 
представления особенно размыты и плохо поддаются формализации.
Обучение ДМ дает учащемуся возможность почувствовать си­
лу и красоту искусства математического моделирования. Владею­
щий на высоком уровне таким искусством обладает адекватным ему 
математическим стилем мышления. Такой исследователь -  настоя­
щий «многоборец (постановщик, математик, алгоригмисг, програм­
мист)», удачно «выступающий» на всех этапах решения задачи с по­
мощью компьютера благодаря прежде всего адекватному его специ­
альности знанию идей и методов ДМ. С психолого-педагогической 
точки зрения дискретная математика служит фундаментальной внут- 
риматематической основой развития математического стиля мышле­
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ния, позволяющего наименьшими средствами достигать наилучших 
результатов в любой области исследования, как правило, с использо­
ванием компьютера.
В содержании опережающего практику обучения моделирова­
нию главную роль играют доминирующие в ДМ алгебраические, по­
рядковые структуры, а также логические, алгоритмические, комбина­
торные схемы (в общенаучной терминологии средства или методы 
математического исследования [275]). Игнорирование необходимо­
сти изучения этих структур и схем (и как следствие этого обучение 
моделированию на основе «четырех арифметических действий») ве­
дет к обучению псевдомоделированию, напоминающему «кухонные» 
рецепты о здоровой «экономической или гуманитарной пище». В 
процессе изучения доминирующих в ДМ структур и схем у обучае­
мых формируется творческое «модельное» мышление, основанное на 
гармонии, в частности интеграции, языков математики, информатики 
и специальной науки. В результате вырабатывается представление о 
математике как единой науке, без которой невозможно реально овла­
деть тем или иным видом моделирования.
С позиций современного социокультурного системного подхо­
да в обучении математике, разработанного В.А.Тестовым [275], в 
книге обоснована необходимость введения непрерывного профиль­
ного обучения ДМ в системе «школа -  вуз», исследованы состояние 
и проблемы обучения ДМ в школах и вузах, разработаны стратегия 
непрерывного обучения ДМ в системе «школа -  вуз» и на ее основе 
элементы методики непрерывного обучения ДМ. А именно разрабо­
таны варианты отбора основного содержания ДМ для профильных 
курсов, проводимых в 8 -  l l -м классах, выявлены особенности мето­
дики изучения основных понятий и фактов современной ДМ: поня­
тий и фактов комбинаторики, бинарного отношения, алгебраической 
операции и алгебры, математической модели, математического язы­
ка, алгоритма и алгоритмической разрешимости.
Книга написана на основе многолетнего опыта автора в пре­
подавании математики в высших учебных заведениях (Российском
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государственном профессионально-педагогическом университете, 
Уральском государственном педагогическом университете) и в сред­
них общеобразовательных учреждениях Екатеринбурга. Различные 
аспекты и результаты исследований, освещенные в книге, неодно­
кратно докладывались автором и обсуждались на двух десятках на­
учных конференций и семинаров разного уровня. Выдвинутые в ра­
боте положения, методические рекомендации внедрены в учебный 
процесс более десятка школ и других учебных заведений Екатерин­
бурга, Кирова и Самары.
Автор благодарит профессора В.А.Тестова за ценные советы и 
замечания и профессора В. А.Гусева за полезные обсуждения.
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Глава 1. Предмет и функции дискретной 
математики в свете математизации науки
§ 1. Математическое моделирование -  основа развития 
дискретной математики
Математика и совершаемая на сс основе компьютерная «ре­
волюция» в последние два десятилетия стали объектами многочис­
ленных исследований в философии, психологии, педагогике и дру­
гих науках [193, 225, 247, 266, 299]. Исследуются объект и предмет 
современной математики, что служит основой для выявления разно­
образных аспектов процесса математизации наук, под которым по­
нимаю! процесс проникновения разнообразных математических ме­
тодов в конкретные науки.
Для определения роли и места ДМ в современной научной 
методологии необходимо выявить те объективные основы в истори­
ческом и логическом развитии математики, которые привели к фор­
мированию ДМ как учебной дисциплины. Объективные основы 
формирования ДМ выявляются в процессе краткого исторического и 
логического анализа математического моделирования в рамках всей 
современной модельной методологии как «связующего звена между 
научным знанием высокого уровня общности и конкретными зада­
чами, требующими для своею решения приложения этою знания» 
[193, с. 4].
Ключевым в математическом моделировании является понятие 
«модель», происходящее от латинского modulus, что значит «обра­
зец». Оно возникло в античные времена в связи с обработкой метал­
лов литьем. В ходе развития науки и техники это понятие постоянно 
трансформировалось. В современном понимании термин «модель» 
обозначает необозримое множество материальных и идеальных объ­
ектов, начиная с образцов одежды и обуви и кончая информацион­
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ными моделями. Любая модель несет информацию о свойствах или 
характерисгиках изучаемою объекта (оригинала), существенную для 
решаемой субъектом задачи.
Модели различаются по классам решаемых на их основе задач, 
по классам изучаемых на их основе объектов и по форме представле­
ния информации для решения задач [193]. По представлению ин­
формации выделяют материальные и идеальные модели. К идеаль­
ным относятся модели, существующие в сознании человека и опи­
сываемые, как правило, на языке математики в виде тех или иных 
научных законов. В свою очередь, идеальные модели подразделяют­
ся на неформализованные, частично формализованные и вполне 
формализованные. Вполне формализованным и являются математи­
ческие и информационные модели. С философской точки зрения ма­
тематические модели представляют собой «описания объектов с по­
мощью математических символов» [247, с. 66]. В математике модель 
определяется как множество с заданным набором операций и отно­
шениями [114, 169). При этом тип операции и отношения (т.е. спо­
соб определения или задания, арность, свойства и т.д.) имеет такое 
же важное значение в классификации математических моделей, как и 
атомный вес элемента в Периодической таблице Менделеева. На­
пример, математики, изучающие алгебраические операции и их 
свойства, называю! себя «1рушювиками, полу1рушювиками, коль­
цевиками, решегочниками и т.д.» в зависимости от конкретного типа 
алгебраических операций и их свойств, которые лежат в основе их 
исследований. Отметим, что понятие отображения и его разновидно­
сти (гомоморфизм, изоморфизм и т.д.) играют важнейшую роль в 
классификации или описании всех моделей из изучаемого класса.
Появление первых нетривиальных математических моделей 
было обусловлено развитием классической механики. Благодаря 
этим моделям, описываемым на языке математического анализа, бы­
ли получены впечатляющие для того времени результаты: открытие
ю
И. Ньютоном законов небесной механики и, как следствие этого, но­
вых планет солнечной системы.
Изучение явлений живой природы (в частности, дарвиновская 
теория естественного отбора) привело позднее к появлению мо­
делей теории вероятностей в биологии. Математические модели 
исследования закономерностей наследования Г. Менделя стали об­
разцом строгою математическою мышления в биологии. Вероятно­
стные математические модели проникли и в физику. Благодаря им 
созданы молекулярно-кинетическая теория газов и затем статистиче­
ская и квантовая механика. Квантовая теория вызвала качественное 
изменение естественнонаучных представлений о причинных связях и 
закономерностях объективно существующего мира. На этом этапе 
развития математики возникает особый стиль мышления, характер­
ный для начавшегося исторического периода высокой эффективности 
математического моделирования в изучении явлений природы и об­
щества. Математическое моделирование становится инструментом 
открытия новых закономерностей, которые нельзя было установить 
экспериментально. Открытие «на кончике пера» П. Дираком частицы 
позитрона и Х.Юкавой частицы мезона является ярким тому под­
тверждением. Наступил этап «опережающего развития математики 
по отношению к потребностям других наук и техники» [1, с. 12]. 
Причем для нас важным является то, что формализованный язык ма­
тематики был расширен формализованным на его основе содержа­
нием отличной от него области знания: квантовой и статистической 
механики и биологии. В результате этого вознила следующая «це­
почка» математическою моделирования: реальная задача -  перевод 
задачи на адекватный математический язык -  разработка математи­
ческой модели решения задачи.
Следующий этап в математическом моделировании связан со 
становлением математической логики, первоначальное предна­
значение которой состояло в исследовании основ самой матема­
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тики. Благодаря трудам целой плеяды выдающихся математиков 
(П.Бернайса, Г.Вейля, К.Геделя, Д.Гилъберта, АН.Колмогорова 
АЧерча и др.) были достигнуты основополагающие результаты: 
логика стала строиться в виде аксиоматической теории и (что прин­
ципиально важно) на основе формализованного языка логики воз­
никла тенденция к дальнейшей логической формализации всей науки 
(образно говоря, математической «стандартизации» любою научно­
го исследования). На основе интеграции идей математической логи­
ки и абстрактной алгебры в 1930 -  40-е гг. в трудах выдающихся 
математиков А.И.Мальцева, Э. Поста, А. Робинсона, А.М. Тьюринга 
и др. были заложены основы теории математических моделей и алго­
ритмов, что ознаменовало начало эпохи всеобщей компьютеризации.
Созданные воображением их создателей на бумаге машины 
Э. Поста и А.М.Тьюринга и разработанные на этой теоретической 
основе в 1940 -  50-х гг. первые ЭВМ дали мощнейший толчок разви­
тию математического моделирования. Оказалось, что первые ЭВМ, 
предназначенные для автоматизации счета, могут быть универсаль­
ными преобразователями информации и выполнять не только вычис­
лительные, но и логические операции и вследствие этого обрабаты­
вать самую разнообразную научную информацию (экономическую, 
социологическую и др.). Благодаря ЭВМ стало возможно управлять 
технолог ическими процессами, осуществлять планирование и управ­
ление, моделировать процессы живой природы. Проверка гипотез 
путем проведения реального эксперимента с изучаемым объектом 
или явлением (натурный эксперимент), которая часто бывает невоз­
можна, стала все чаще заменяться проверкой гипотезы с помощью 
математической модели и дальнейших расчетов на ЭВМ («машин­
ный» эксперимент). Постепенно в обиход вошло понятие полной це­
почки использования компьютеров: реальная задача, перевод задачи 
на адекватный математический язык, разработка математической 
модели решения задачи, составление алгоритма решения и соответ­
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ствующей ему программы для ЭВМ, симуляция решения, анализ ре­
зультатов. Впервые стал возможен так называемый машинный или 
вычислительный эксперимент.
В дальнейшем основы предмета ДМ углублялись как в процессе 
развития самой математики, так и в процессе совершенствования ма­
тематического моделирования. В результате этого в 60-е гг. XX в. 
произошла повсеместная замена натурного эксперимента на матема­
тический. Для осуществления такого эксперимента нет необходимо­
сти изготовлять натурную экспериментальную установку. Суть ма­
тематического эксперимента состоит в том, что в его процессе на ос­
нове анализа промежуточных результатов первоначальная математи­
ческая модель изучаемого объекта заменяется последующей, более 
точно описывающей объект. Серия заменяющих друг друга моделей 
позволяет найти модель, наилучшим образом описывающую иссле­
дуемый объект. Поэтому очевидное преимущество математического 
эксперимента перед натурным заключается в ею большей точности, 
дешевизне и доступности.
Распространившийся во всех областях производства мате­
матический эксперимент послужил основной причиной совершен­
ствования ЭВМ и их программного обеспечения, в результате чего 
повышались возможности использования ЭВМ в математическом 
моделировании. Еще большую роль в исследованиях стало играть 
построение полной цепочки использования компьютера Все это яви­
лось объективной причиной появления и формирования ДМ. Кон­
цептуально образующими терминами ДМ стали: математический 
язык, математическая модель, алюритм. Поскольку процесс вы­
числения на ЭВМ дискретный, слово «дискретный» в названии дис­
кретная математика подчеркивает ее фундаментальную роль в мате­
матическом моделировании с использованием ЭВМ.
Наряду с понятиями «математический язык», «модель», «алго­
ритм» такие ключевые понятия ДМ, как «отображение», «изомор­
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физм», «алгебраическая операция», «высказывание», «предикат», 
«частичный порядок» и др., являются фундаментальными для всей 
математики и играют объединяющую роль внутри самой математи­
ки. Благодаря понятию математической модели динамические, сто­
хастические, топологические, порядковые, алгебраические модели 
(структуры) стали синонимами соответствующих областей единого 
математическою «пространства». Отображение одной модели на 
другую является эффективным средством решения внутриматема- 
тических задач -  от доказательства справедливости той или иной 
теоремы или формулы до проверки непротиворечивости аксиомати­
ки вновь разрабатываемой математической теории. Примеры фун­
даментальности понятий ДМ трудно перечислить.
В настоящее время происходит процесс математизации наук, 
выражающийся в применении математических методов для поиска 
новых закономерностей в науках, построения более глубоких тео­
рий и в особенности создания специальных формализованных язы­
ков наук [247]. При этом моделирование определяет суть и направ­
ления современной математизации наук, а ДМ стала математической 
основой моделирования с использованием компьютеров и поэтому 
важнейшим звеном математического образования.
§ 2. Предмет современной дискретной математики
Исследование методологической роли ДМ внутри и вне мате­
матики существенно зависит от представлений о предмете данной 
науки ДМ. Четкое понимание предмета ДМ позволит избежать не­
определенности в выявлении «стратегической перспективы» разви­
тия ДМ. Необходимость анализа предмета ДМ обусловлена потреб­
ностями развития как математического моделирования, так и самой 
математики. Быстрое развитие современной математики в напраяле-
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нии компьютеризации требует переосмысления концептуальных ос­
нов, функций и содержания предмет ДМ.
С философской точки зрения о предмете можно говорить как 
об особой стороне реального объекта, «замещающей» исследуемый 
объект. Предмет познания -  это та форма, ограниченная историче­
скими познавательными рамками, в которой объект действительно­
сти фиксируется с помощью выбранной системы знаков и символов.
Любой предмет, в том числе и предмет ДМ, всегда онтологи- 
чен, т.е. может быть выражен в общих категориях и закономерностях 
бытия. Как уже установлено в § 1, главным элементом онтологии 
ДМ является понятие полной цепочки использования компьютера, 
которая и стала объективной основой появления и формирования 
ДМ. Понятия математического языка, модели, алгоритма и др., яв­
ляющиеся терминологической основой указанной цепочки, сущест­
вовали и ранее. Но они стали ключевыми понятиями ДМ только по­
сле того, как появились первые ЭВМ и примеры реализации полной 
цепочки использования компьютера.
Формирование ДМ как предмета неразрывно связано со ста­
новлением «кибернетики как науки об общих закономерностях 
управления в технических системах и живой природе» [247, с. 43]. 
В результате развития кибернетики современная ДМ стала мате­
матической основой информатизации и, в частности, моделирования 
с использованием компьютеров. При изучении (моделировании) 
сложных промышленных, социальных и других систем, разработке 
методов управления ими «роль дискретного чрезвычайно велика» 
[128, с. 4].
В процессе формирования предмета ДМ появились сущест­
венно отличающиеся трактовки и даже разные названия предмета 
ДМ: конечная математика [115], дискретный анализ (по аналогии с 
функциональным анализом) [178], компьютерная математика [149].
i5
Для дальнейшего выявления специфики и содержания пред­
мета ДМ кратко охарактеризуем данные термины.
Конечная математика. Редактор русского издания книги 
Дж. Кемени, Дж. Снелла, Дж. Томпсона «Введение в конечную ма­
тематику» (1963) И.М.Яглом в предисловии к ней пишет: «Возник­
шие в последние два десятилетия (1945 -  1965 гт. -  ЕП.) новые пути 
приложения математики, связанные с комплексом идей и методов, 
ныне объединяемых собирательным термином 'кибернетика, повлек­
ли глубокие изменения в самой математической науке. Они не толь­
ко вызвали к жизни новые большие направления теоретической ма­
тематики... , но и способствовали изменению установившихся взгля­
дов на ранее сложившиеся разделы. При этом наиболее существен­
ным здесь является, по-видимому, то, что разделы математики, не 
связанные с представлением о бесконечных множествах, пределах и 
непрерывности, представляются нам теперь гораздо более содержа­
тельными и важными, чем это думали математики XIX века или пер­
вой половины XX века. Если, начиная с XVII века, главенствующее 
положение в математике занимало изучение (гладких) функций не­
прерывно меняющегося аргумента, являющееся основой всех прило­
жений математики к физике и к технике, то сегодня (60-е гг. -  Е.П.) 
можно говорить о возрождении интереса к так сказать "доныотонов- 
ской" или "конечной” математике, оперирующей лишь с конечными 
множествами; при этом возникли новые подходы к этой ветви 
математики, идущие в основном от математической логики.
«Этот поворот в науке связан в первую очередь с появлени­
ем универсальных электронных цифровых вычислительных машин... 
Прилагательное "цифровая" в названии этих машин подчеркивает 
принципиально дискретный, "конечный” их характер, связанный со 
специфическими особенностями используемых в них электронных 
устройств» [115, с. 5].
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Основное содержание книги формировалось под влиянием би­
хевиоризма, поэтому в него вошли темы (главы): составные выска­
зывания; множества и подмножества; разбиения и сочетания; теория 
вероятностей; векторы и матрицы; линейное программирование и 
теория игр, а также тема, посвященная бихевиористским проблемам. 
Напомним, что сторонники бихевиоризма ставят во главу угла те 
факты поведения человека и животных, которые поддаются непо­
средственному наблюдению. При этом считается, что действующие в 
человеческом обществе законы могут быть выведены из наблюде­
ний над поведением людей в различных ситуациях. Наряду с отме­
ченной «бихевиористской» тематикой содержание книги в значи­
тельной мере определялось особенностями математического модели­
рования в социологии, генетике, психологии, антропологии, эконо­
мике.
Таким образом, ДМ отождествлялась с той конечной матема­
тикой, которая необходима для развития кибернетики и математиче­
ского моделирования (в гуманитарной области) на ЭВМ.
Дискретный анализ. В «Математической энциклопедии» 
данный термин определяется как «область математики, занимающая­
ся изучением свойств структур финитного (конечного) характера, ко­
торые возникают как в самой математике, так и в области ее прило­
жений» [178, с. 207]. К числу таких конечных структур могут быть 
отнесены, например, конечные группы, конечные графы, а также не­
которые математические модели преобразователей дискретной ин­
формации, конечные автоматы, машины Тьюринга и др.
В энциклопедии констатируется, что в математике допускает­
ся расширение предмета дискретного анализа до произвольных дис­
кретных структур, в результате чего приходят к дискретной матема­
тике, отождествляемой с дискретным анализом. К числу таких струк­
тур могут быть отнесены некоторые алгебраические системы, беско­
нечные графы, некоторые виды вычислительных сред (например,
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однородные структуры и т.п.). Отмечается, что «в качестве синонима 
понятий дискретною анализа и дискретной математики иногда упот­
ребляется термин конечная математика» [178, с. 208].
Во избежание двусмысленности подчеркнем, что далее для 
удобства изложения, так же как и в энциклопедии, «дискретный ана­
лиз понимается в широком смысле, включающем дискретную мате­
матику» [178, с. 208].
«В отличие от дискретного анализа, классическая математика в 
основном занимается изучением свойств объектов непрерывного ха­
рактера Использование классической или дискретной математики 
как аппаратов исследования связано с тем, какие задачи ставит перед 
собой исследователь, и, в связи с этим, какую модель изучаемого яв­
ления он рассматривает -  дискретную или непрерывную. Само деле­
ние математики на классическую и дискретную в значительной мере 
условно, поскольку, с одной стороны, происходит активная циркуля­
ция идей и методов между ними, а с другой -  часто возникает необ­
ходимость исследования моделей, обладающих одновременно как 
дискретными, так и непрерывными свойствами» [178, с. 208]. Необ­
ходимость исследования таких моделей привела к появлению поня­
тия конкретной математики [71]. Слово «concrete» здесь использует­
ся не в своем обычном значении (кроме конкретный, это еще и бе­
тонный), а как комбинация слов «contumous» и «discrete», что симво­
лизирует единство и гармонию методов непрерывного и дискретного 
анализа [243]. Эго особенно важно в стохастическом и численном 
моделировании. К.К.Рыбников считает, что наряду с изучением 
обычных курсов высшей математики необходимо формировать куль­
туру численного дискретного моделирования, основанного на связях 
непрерывного и дискретного начал математических исследований 
[246].
«Дискретный анализ представляет собой важное направление в 
математике, имеющее характерные для нею предмет исследования,
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методы и задачи, специфика которых обусловлена, в первую очередь, 
необходимостью отказа в дискретном анализе от основомолатющих 
понятий классической математики -  предела и непрерывности -  и (в 
связи с этим) тем, что для многих задач дискретного анализа сильные 
средства классической математики оказываются, как правило, мало 
приемлемыми» [178, с. 208]. Поэтому с помощью термина «дикрет- 
ность» (как антипода термина «непрерывность») впервые стали вы­
делять дискретный анализ как некую объективно существующую об­
ласть математики, необходимую в физических и технических иссле­
дованиях.
К разделам дискретного анализа в первую очередь отнесены 
комбинаторный анализ, теория графов, теория кодирования и деко­
дирования, теория функциональных систем и некоторые другие 
(178]. «Часто под термином "дискретный анализ" (в предположении, 
что его предмет исчерпывается конечными структурами) понимается 
именно совокупность перечисленных дисциплин. За счет расшире­
ния понимания его Kpyia вопросов возможно и более широкое толко­
вание дискретного анализа. С этой точки зрения к дискретному ана­
лизу могут быть отнесены также как целые разделы математики, на­
пример, математическая логика, так и части таких разделов, как тео­
рия чисел, алгебра, вычислительная математика, теория вероятностей 
и некоторые другие, в которых изучаемый объект носит дискретный 
характер» [178, с. 208]. Важную роль в зарождении дискретного ана­
лиза сыграли элементы комбинаторного анализа («комбинаторных 
вычислений») и дискретной теории вероятностей [66, 178]. Важней­
шие понятия алгебры (группа, поле, кольцо и др.) имеют по существу 
дискрегную природу.
«Наибольшего расцвета дискретный анализ достиг в связи с 
появлениеми кибернетики и ее теоретической части - математиче­
ской кибернетики» [178, с. 208], которая является важным поставщи­
ком идей и задач для дискретного анализа, вызывая в нем новые на­
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правления. Так, в процессе решения разнообразных прикладных во­
просов анализ понятий вычислимости и алгоритма привел к возник­
новению важнейшего раздела математической логики -  теории алго­
ритмов. В то же время в математической кибернетике (и «взаимосвя­
занной» с ней информатике) используются результаты дискретного 
анализа.
Итак, в рамках предмета ДМ допускается использование бес­
конечных структур [178], что необходимо для разработки новых по­
колений ЭВМ, программного обеспечения (в вычислительной мате­
матике, стохастическом моделировании и др.). При этом методоло­
гическим содержанием предмет ДМ фактически объявляется сово­
купность идей, методов «кибернетического» характера, исключаю­
щего использование тем или иным образом бесконечности в дости­
жении результата математических исследований (в частности, ис­
пользование бесконечности в операциях и операции той или иной 
формы предельною перехода).
Компьютерная математика. Книга «Компьютерная матема­
тика» Д. Кука и Г. Гейза «содержит материал из тех областей совре­
менной математики, которые имеют отношения к вычислениям, и, 
как следствие, обеспечивают читателя средством для сжатого и точ­
ною описания многих проблем компьютерной науки (теоретической 
информатики. -  Е.П.)у> [149, с. 7]. При этом особое внимание обра­
щается на определение понятий математики «конструктивным» об­
разом, т.е. иными словами, в рамках конструктивной математики 
[178, с. 1042]. Авторы книги ставили перед собой цель изложить 
важные разделы современной математики, представляющие общий 
интерес, а не только прикладной. В частности, авторы стремились 
отразить в содержании влияние компьютерной науки на внутримате- 
матические исследования. Поэтому, по-видимому, впервые в книгу 
включена глава «Языки и грамматики», имеющая большое значение 
в компьютерной компиляции, системах моделирования, теории вы­
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числений, компьютерной графике, вычислительной геометрии и ав­
томатическом проектировании. Кроме этою, в кнше изложены: ос­
новные теоретико-множественные понятия и факты, отношения и 
функции, конечные арифметики, основные алгебраические структу­
ры, элементы теории графов, конечные автоматы, компьютерная 
геометрия, а также матрицы на конечных множествах и матрицы не­
которого другого вида.
Итак, можно сделать вывод, что важное значение в описании 
дискретных процессов и явлений имеют методы конструктивной ма­
тематики и особенно конструктивной логики. Следует отметить, что 
в вышедшей недавно второй кнше «Компьютерная математика» 
[250] особое внимание уделено конструктивной алгебре, которая не­
обходима для изучения теоретических основ цифровой информатики 
и эффективных алгоритмов обработки кодов и цифровых сигналов. 
Интересно отмстить, что в содержание этой книги впервые вошел 
раздел современной алгебры «Теория характеров конечных алгеб­
раических структур (и некоторых преобразований на них)».
Таким образом, в обеих книгах [149, 250] излагаются теорети­
ческие основы создания программного обеспечения.
В книгах, посвященных ДМ, наряду с теоретическими основа­
ми моделирования и программного обеспечения излагаются теорети­
ческие основы разработки новой вычислительной техники [66, 147, 
270]. Например, элементы теории автоматов, необходимые для про­
ектирования цифровых устройств [147], анализ и синтез основных 
элементов вычислительных устройств (контактных схем, мульти­
плексоров и др.) [66,270].
В более чем двух десятках книг, вышедших после книги 
Дж. Кемени, Дж. Снелла, Дж. Томпсона «Введение в конечную ма­
тематику», утвердилось окончательное название предмета -  «Дис­
кретная математика». Концептуальная роль ДМ как учебного пред­
м е т  в профессиональном обучении выявляехся при изучении юс-
21
стандартов высшего профессионального образования. В 1994 -  
2005 гг. раздел «Дискретная математика» был включен в содержание 
дисциплины «Математика» для многих специальностей. Следует 
подчеркнуть, что специальности, профессиональная подготовка по 
которым предусматривает обучение ДМ, входят в подавляющее 
большинство направлений подготовки госстандартов. Аналогичная 
ситуация наблюдается и в системе среднею профессиональною об­
разования. В свое время В.М. Глушков указывал, что «расширение 
области математизации знания ... потребует и будет опираться на 
развитие новых разделов математики, прежде всего -  новых разделов 
дискретной математики» [55, с. 122].
Итак, на основании проанализированной литературы предмет 
ДМ можно охарактеризовать следующим образом. Поскольку про­
цесс вычисления на компьютере дискретный, основной особенно­
стью ДМ «является отсутствие предельного перехода и непрерывно­
сти, характерных для классической математики» [66, с. 3]. Поэто­
му с помощью термина «дискретность» как антипода термина «не­
прерывность» выделяется предмет ДМ как объективно существую­
щая область математики, являющаяся математической основой мо­
делирования с использованием компьютеров в самых различных об­
ластях науки. При этом совокупность идей, методов ДМ исключает 
использование тем или иным образом бесконечности в достижении 
результата научных исследований, проводимых с помощью компью­
теров (в частности, использование бесконечности в операциях и опе­
рации той или иной формы предельного перехода). Вследствие этою 
ДМ служит синонимом математики, являющейся математической ос­
новой компьютеризации всех областей деятельности, в частности 
создания программного обеспечения, разработки вычислительной 
техники (в том числе и появившихся совсем недавно биовычисли- 
тельных устройств (ДНК-компьютеров) с уникальными вычисли­
тельными возможностями) [209].
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Благодаря компьютеризации через ДМ офажаются резо­
нансные воздействия практики на внутриматематические исследо­
вания современной математики. Поэтому ДМ постепенно стано­
вится фундаментальной основой внутриматематических исследо­
ваний, олицетворяющей единство методов современной и класси­
ческой математики. В ДМ появляются новые разделы современной 
математики, представляющие не только прикладной, но и общемате­
матический интерес. Например, комбинаторные методы ДМ, вероят­
ностная логика, дискретные функции [253], эффективные алгоритмы 
вычислений в различных алгебрах [250].
§ 3. Содержание дискретной математики 
как учебной дисциплины
Для конкретизации функций ДМ в прикладной математике и 
информатике необходим анализ содержания учебной дисциплины 
«Дискретная математика».
Как уже отмечалось выше, с возникновением кибернетики ста­
ли формироваться основные разделы ДМ, такие как комбинаторный 
анализ теории графов, кодирования и декодирования, функциональ­
ных систем, формальных фаммагик и автоматов, алгоритмов, эле­
менты общей алгебры и теории моделей и др. В результате появи­
лись широко известные учебные пособия по ДМ, предназначенные 
для студентов специальностей «Прикладная математика», «Автома­
тизированное управление и проектирование» и других смежных спе­
циальностей [66,147,312].
Ключевую роль в формировании основных разделов ДМ сы- 
грал синтез идей и методов математической логики и абефактной 
алгебры в решении как прикладных, так и чисто математических за­
дач теорий моделей и алгоритмов. В результате этого понятия мате-
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магической модели (структуры) и алгоритма стали «фундаменталь­
ной основой современной математики» [188, с. 147]. Постепенно во­
шло в обиход важнейшее понятие алгоритмически разрешимой или 
неразрешимой задачи (проблемы), что позволило классифицировать 
и сами решаемые задачи. При этом задача является алгоритмически 
разрешимой или неразрешимой, если существует или соответственно 
не существует алгоритм ее решения в рамках используемого мате­
матического языка. На основе понятия алгоритмически разрешимой 
задачи сформировалось понятие исполнителя (алгоритма) и было 
уточнено понятие алгоритма В обиход вошли важнейшие понятия 
эквивалентных и эффективных алгоритмов [45], являющиеся ключе­
выми для понимания сути и корректности вычислений на ЭВМ.
В результате синтеза идей, методов математической логики и 
абстрактной алгебры, а также функций ДМ в ходе всеобщей компью­
теризации был включен раздел «Основы дискретной математики» в 
государственную программу для инженерно-технических и других 
специальностей [232]. В него вошли:
1) основные понятия теории множеств: объединение, пересече­
ние, дополнение, прямое произведение;
2) понятия отображения, обратного отображения, композиции 
отображений, бинарного отношения и их основные виды;
3) понятие алгебраической операции;
4) основные понятия алгебры логики;
5) аналитическое представление булевых функций (совершен­
ные нормальные формы);
6) понятия замыкания системы булевых функций и замкнутого 
класса;
7) понятия и алгоритмы минимизации булевых функций;
8) основные определения, относящиеся к графам;
9) числовые характеристики графов;
10) прикладные задачи на графах (обходы графов, совершен-
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ные паросочетания в двудольных графах, анализ связности, устой­
чивость, планарыосгь графов, раскраска фафов, задача о наиболь­
шем потоке);
11) оптимизационные задачи на графах;
12) алгоритмы приближенного решения дискретных задач.
В процессе формирования основ предмета ДМ совершенство­
вались компьютеры (работающие в режиме диалога), углублялись 
теоретические основы программирования, разрабатывались теории 
численных методов и алгоритмов решения математических задач и 
т.д.
§ 4. Функции дискретной математики в прикладной 
математике и информатике
Для более глубокого исследования методологической роли ДМ 
внутри и вне математики необходимо полнее выявить функции со­
временного предмета ДМ. Для этого следует проанализировать фун­
даментальное значение в этом процессе языка алгебраических, по­
рядковых структур, а также логических, алгоритмических и комби­
наторных схем.
Функции ДМ в математическом моделировании. Возрастание 
роли (перечисленных выше) математических структур и схем в ес­
тественнонаучных исследованиях (в физике, генетике, молекулярной 
биологии, кристаллографии и т.д.) обусловлено тем, что современ­
ный компьютер является не столько вычислительным средством, 
сколько весьма совершенным инструментом для моделирования са­
мых разнообразных явлений и процессов. «Методы математизации 
(наук. -  Е.П .\ основанные на использовании абстрактных структур 
современной математики, постепенно начинают проникать не только 
в конкретные науки, но и в технику» [188, с. 118]. Естественно, с 
возрастанием роли этих структур и схем в математическом модели­
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ровании (в частности, в «машинном» эксперименте) они начинают 
доминировать в ДМ. И это является главной причиной тою, что ДМ 
стала фундаментальной основой моделирования не только в естест­
веннонаучных исследованиях, но и в сфере других наук. Например, 
«методы так называемой дискретной математики широко использу­
ются в современной практике моделирования в управлении, во всех 
случаях качественного анализа сложных проблем управления, в си­
туациях, с которыми сталкиваешься каждый раз, когда испытываешь 
острую потребность в какой-либо систематизации того, что известно 
по интересующей проблеме, в ее структуризации (курсив мой. -  
Е.П.), представлении имеющихся знаний в виде, удобном для после­
дующею анализа как "вручную", так и с использованием современ­
ных средств компьютерной техники» [189, с. 4 -  5 ]. В качествен­
ном анализе сложных проблем математического моделирования (в 
том числе и в решении проблем различных систем управления) в по­
следние десятилетия особо важную роль стали играть комбинатор­
ные схемы, поскольку они являются фундаментальной основой ме­
тодов вероятностно-статистического (в общенаучной терминологии -  
стохастического [193,2361) моделирования.
Функции ДМ  в дальнейшем совершенствовании систем компь­
ютерной математики. Системы компьютерной математики (СКМ) «ин­
тегрируют в себе современный интерфейс пользователя, решатели мате­
матических задач -  как численных, так и аналитических (символьных) -  и 
мощные средства графики... Они вторглись в наиболее интеллектуальную 
сферу деятельности математиков-аиалитиков и ученых-теоретиков, тра­
диционно относящихся к элите научных работников, занятой решением 
особенно сложных и каверзных математических и научно-технических 
задач -  таких, например, как задачи теории поля, аэродинамики, космо­
навтики, магматического моделирования систем и т.д.» [86, с. 15]. К на­
стоящему времени по СКМ, в частности по наиболее распространенной 
системе Mathematica, выпущены сотни (!) книг. Следует отметить, что 
важнейшим приложением системы Mathematica (3.0 -  3.5) является ее ис­
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пользование в обучении математики. О.В.Мантуровым исследована роль 
компьютерной системы Mathematica в обучении математике [172], 
Т.В.Капустиной -  методологические аспекты ее использования в этом 
обучении [112].
Совершенствование СКМ происходит на основе разработки теории 
формальных языков. По мнению А.И.Белоусова и С.Б.Ткачева, «разумно 
считать, что ядро дискретной математики образует именно математиче­
ская теория языков, точнее, область этой теории, называемая теорией 
формальных языков. Слово "формальный” подчеркивает, что в этой 
теории изучаются в основном искусственные языки, специально соз­
данные для каких-то целей: языки программирования, языки матема­
тики и т.п.» [16, с. 5]. При этом доминирующим в современной тео­
рии формальных языков является алгебраический подход, т.е. под­
ход, основанный на алгебраических структурах (в частности, полу­
кольцах). Теория формальных языков также опирается и на теорию 
полугрупп, т.е. класса моделей, определяемых с помощью одной би­
нарной алгебраической операции, обладающей ассоциативным свой­
ством [154]. Кроме того, важную роль в разработке этой теории иг­
рают логические, алгоритмические и комбинаторные схемы (мето­
ды), теория храфов.
Функции ДМ в развитии компьютерных технологий. По мне­
нию Б.Н.Иванова, «сегодня наиболее значимой областью примене­
ния методов дискретной математики является область компьютерных 
технологий. Это объясняется необходимостью создания и эксплуата­
ции электронных вычислительных машин, средств передачи и обра­
ботки информации, автоматизированных систем управления и проек­
тирования» [101, с. 6].
Фундаментальной основой совершенствования компьютерных 
технологий (КТ) служит такой раздел ДМ, как теория автоматов. Ав­
томат определяегся как мноюосновная модель (в общенаучной тер­
минологии алгебраическая структура), заданная на трех конечных 
множествах с определенными на них двумя бинарными алгебраиче­
27
скими операциями. Классификация автоматов осуществляется с по­
мощью отображений многоосновных моделей, являющихся гомо- и 
изоморфизмами. Доминирующим в компьютерных технологиях по- 
прежнему является подход, основанный на алгебраических структу­
рах, в частности, группах и булевых алгебрах. Кроме того, важную 
роль в разработке КТ играют алгоритмические схемы (методы) и 
теория графов [20,101,154].
Отметим, что СКМ и КТ являются теоретической основой раз­
работки искуственного интеллекта [56, 69, 272, 238], тесно связанно­
го с формализацией мыслительных процессов [56].
Функции ДМ  во внутриматематических исследованиях. Воз­
растание роли ДМ во внутриматематических исследованиях основа­
но на математическом эксперименте, занимающем промежуточное 
место между классическим дедуктивным и классическим экспери­
ментальным методом исследования [188, с. 141]. Вследствие этого 
довольно часто при установлении истинности тех или иных утвер­
ждений об исследуемых математических структурах сначала прове­
ряют их справедливость на «малых» структурах, т.е. структурах с не­
большим числом элементов, которые играют роль своеобразного 
«полиг она» ггри проверке истинности утверждения. Для этого в по­
следние годы созданы самые разнообразные пакеты прикладных 
программ (например, для исследований алгебраических структур).
Итак, на основе изложенного выше очевиден вывод о том, что 
ДМ является фундаментальной основой информатизации. Благодаря ДМ 
специалист в любой области знания может объединить свои возмож­
ности в исследовании е возможностями математика и программиста 
(рис. 1). При этом доминирующим в ДМ является язык алгебраиче­
ских структур, а также логических, комбинаторных и алгоритмиче­
ских схем (методов).
Ю.А.Митропольсгсий считает, что при всей важности вычисли­
тельного аспекта математики он оказывается второстепенным и вто­
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ричным при попытке объяснить причины математизации современ­
ною мира (т.е. процесса проникновения математических методов в 
различные науки). Для выяснения причин математизации необходим 
анализ функций ДМ с точки зрения психологической и педагогиче­
ской науки.
Рис. 1. Схема проведения научного исследования 
с использованием компьютера
Для окончательного выяснения функций ДМ необходим ана­
лиз психологических исследований, посвященных мышлению и ин­
теллекту, а также некоторых педагогических исследований, касаю­
щихся развития и обучения (см. гл. 3). В силу этого ДМ нельзя счи­
тать только неотъемлемой частью математики. С психолого- 
11сдаюгической точки зрения ДМ в своем роде критерий силы, изя­
щества и красоты исскуства математического моделирования. На ос­
нове ДМ происходит переход внутренней гармонии математического 
аппарата в гармонию конкретного метода математического модели­
рования в той или иной содержательной области.
В последнее десятилетие на базе Интернета идет процесс созда­
ния библиотек (порталов) разнообразнейших пакетов прикладных 
вычислительных программ. Поэтому вполне очевидно, что глубокое 
знание основных разделов ДМ и ее функций так же необходимо в 
математической культуре любого специалиста, как необходимо в
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общей культуре любого человека знание произведений классиков 
литературы. Последние достижения ДМ играют важную роль в но­
вой дисциплине «Криптология» -  науке о методах («искусстве») 
шифрования и расшифровки информации (см., например, [290]).
Как уже отмечалось, предмет «Дискретная математика» уже 
включен в государственные стандарты высшего профессионального 
образования в 2000 -  2005 гг. для многих специальностей из подав­
ляющего большинства направлений подготовки, что необходимо для 
реализации одной из четырех основных идей профессионального об­
разования, а именно реализации идеи профессионального образова­
ния, опережающего уровень развития производства [195, с. 8].
§ 5. Функции дискретной математики в стохастическом 
моделировании
В последние десятилетия вследствие всеобщей компьютериза­
ции важнейшую роль стало играть так называемое стохастическое 
моделирование, поскольку натурный эксперимент заменил экспери­
мент на компьютере.
В сложившейся сегодня научной терминологии понятию «же­
стко детерминированный» (т.е. закономерный, причинно обуслов­
ленный) противостоит ряд альтернативных определений: случайный, 
стохастический, вероятностный, статистический, вероятно-статисти­
ческий. Все они являются синонимами, констатирующими сущест­
вование процессов или явлений, в которых состояние объекта иссле­
дования или явления нельзя точно предсказать по данным о его 
прошлых состояниях, как и нельзя точно описать свойства этого 
объекта
Именно по этой причине в 40-х гг. прошлого столетия в связи с 
развитием средств связи, радиотехники, систем автоматического
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управления различными процессами фундаментальную математику 
охватил вероятностно-статистический бум (исследования Н.Винера,
А.Н.Колмогорова, А.Я. Хинчина и др.). Более того, на базе матема­
тической статистики возникли общая статистика и «частные» стати­
стики (в психологии, социологии, медицине и других научных об­
ластях).
В настоящее время изучение (элементов) математической ста­
тистики предусмотрено на очень многих специальностях практиче­
ски всех направлений подготовки госстандартов высшего профес­
сионального образования. В проектах стандартов базового, школьно- 
ю  математического образования предусматривается изучение на­
чальных элементов теории вероятности и математической статистики 
[233].
Анализ роли в ДМ языка доминирующих в ней математических 
структур и схем свидетельствует об особой важности в стохастиче­
ском моделировании современной комбинаторики (комбинаторных 
схем).
Действительно, «хорошо известна связь между вероятностны­
ми и комбинаторными задачам, сыгравшая значительную роль при 
становлении теории вероятности как науки и находящая в на­
стоящее время особенно наглядное выражение в начальной стадии ее 
изучения» [254, с. 7]. В этой связи достаточно упомянуть задачи, ре­
шаемые на основе классического определения вероятности, схемы 
Бернулли и биномиального распределения. Однако подлинное значе­
ние комбинаторных схем в стохастическом моделировании особенно 
ярко раскрывается на языке комбинаторного анализа, демонстри­
рующего много впечатляющих примеров совместного использования 
языков математического анализа и ДМ [72, 155, 237, 239, 245, 253, 
254, 263]. Ога интенсивно развивающаяся область современной ма­
тематики дает, например, возможность приближенного асимптотиче­
ского описания с любой степенью точности характеристик трудно
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прогнозируемых процессов или явлений (в осуществлении связи, в 
радиотехнике, химических технологиях и т.д.), что невозможно сде­
лать без объединения указанных языков. В подтверждение сказанно­
го отметим, что основные методы комбинаторного анализа, такие, 
например, как методы рекурентных соотношений и производящих 
функций, постепенно начинают входить в программы обучения ма­
тематике высших учебных заведений (они уже включены в новые 
госстандарты обучения ДМ в педвузах по специальности 
«Информатика»).
Важное значение в стохастическом моделировании имеют по­
рядковые структуры и алг оритмические схемы ДМ, позволяющие так 
или иначе упорядочить и алгоритмизировать исследование трудно 
прогнозируемых процессов или явлений. Например, теория графов, 
бинарные отношения и определяемые на этой основе отношения 
частичного порядка и решетки играют важнейшую роль в генетиче­
ских исследованиях в биологии и медицине. Решение подобного ро­
да прикладных системных задач (генетических, социально-экологи­
ческих, экономических, производственных, оборонных и т.д.) воз­
можно только на основе нестрогих эвристико-комбинаторных, алго­
ритмических, порядковых «человеко-машинных моделей» (193].
По мере совершенствования методов стохастическог о модели­
рования, основанных на комбинаторных, алгоритмических схемах и 
порядковых структурах, их начинают постепенно включать в про­
граммную и учебную литературу для студентов и даже для школь­
ников (для классов и школ с углубленным изучением математики). 
В этой связи интересно отметить, что начальные элементы комбина­
торики и математической статистики рассматриваются в комплекте 
учебников по математике для учащихся 5 -  10-х классов под редак­
цией Г.В. Дорофеева (для 5 -  6-х классов под редакцией Г.В. Доро­
феева, И.Ф.Шарыгина), логические и комбинаторные схемы -  в 
учебнике для учащихся 10-х классов из этого же комплекта. Комби­
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наторные схемы и элементы теории вероятностей изучают в 11-м 
классе [36]. В последние годы появилось много методических публи­
каций, в которых отражена роль (доминирующих в ДМ) математи­
ческих структур и схем в стохастическом моделировании. Например, 
Е.А.Бунимович и В.Н.Федосеев< для развития статистического мыш­
ления предлагают использовать многочисленные вероятностные за­
дачи, решаемые на языке комбинаторных понятий с использованием 
графов [28,289].
§ 6. Роль дискретной математики в модельной 
методологии
О модельной методологии. По мнению Я.Г.Нсуймина, повышен­
ный интерес к методологии моделирования обусловлен той ролью, 
которую методы моделирования, особенно математического, приоб­
рели в современных научных исследованиях. Он стимулируется, 
кроме этого, прогрессирующей сложностью задач общественной 
практики, возникающей в условиях научно-технической революции 
и большими успехами в развитии прикладной математики и инфор­
матики [193].
Мнения о месте моделей и модельных методов в исторически 
сложившейся системе научных представлений «настолько расходят­
ся, что говорить о сколько-нибудь общепринятой системе теоретиче­
ских взглядов на моделирование, к сожалению, нет оснований» [193, 
с. 8]. И это естественно, поскольку в эпоху математизации наук и 
всеобщей компьютеризации появилось практически необозримое 
число работ (рассеянных по сотням специальных журналов и других 
изданий), касающихся частных аспектов моделирования (см. напри­
мер, [193, 247]). Для нас интересно то, что в этих монофафиях за­
ложены основы классификации видов моделирования [188, 193], ис­
следовались основные классы обьектов моделирования [193], инже­
33
нерно-технический (дискретный) стиль моделирования [248], мето­
ды построения моделей [193], логические основы моделирования 
[281], различные аспекты процесса математизации наук на основе 
математического моделирования [14,175,247].
Поскольку предметом модельной методологии являются по­
становка возникающих задач, их перевод на адекватный научный 
язык, рациональная разработка моделей исследуемых объектов или 
явлений, а также эффективных алгоритмов и компьютерных про­
грамм для решения задач на основе созданных моделей, модельная 
методология служит основой решения конкретных задач на новом, 
качественно более высоком уровне по сравнению с докомпьютерной 
эпохой.
Модельная методология в эпоху всеобщей компьютеризации 
может быть охарактеризована на основе единства двух ее аспектов. 
Первый аспект связан с внешними по отношению к моделированию 
детерминантами. Эти детерминанты являются социокультурными, 
т.е. выполняющими функцию корректировки развития и совершен­
ствования моделирования в соответствии с общественной культурой 
и потребностями социума. Второй аспект можно назвать внутрен­
ним, отражающим логику развития математики и кибернетики (ин­
форматики) и тем самым определяющим методологию моделирова­
ния в эпоху компьютеризации. Оба аспект диалектически связаны, 
взаимно дополняют друг друга. Только при условии единства социо­
культурных и математико-кибернетических аспектов моделирования 
открывается путь к постижению сущности модельной методологии в 
эпоху информатизации, а на этой основе -  к совершенному модели­
рованию в избранной области.
Анализ философской литературы показывает, что в решении ря­
да важнейших в социальном отношении системных задач (экономи­
ческих, экологических, социологических, производственных, обо­
ронных и т.п.) наиболее эффективным оказалось сочетание творче­
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ского потенциала неформального человеческого мышления и прак­
тически неограниченных возможностей современных компьютеров 
в так называемых диалоговых, интегрированных человеко-компыо- 
терных системах. «Можно говорить о зарождении в последние годы 
нового класса частично формализованных моделей весьма сложных 
объектов, которые можно назвать имитационными, эвристико-алго- 
ритмическими, причем практика работ в этой области пока значи­
тельно опережает теоретические разработки» [193, с. 34].
Модельную методологию как социокультурный феномен сле­
дует рассматривать в контексте происходящей интеграции математи­
ки и других естественных, технических, общественных наук, стиму­
лируемой стоящей над ней общечеловеческой проблематикой. При 
этом абстрактные структуры и схемы современной математики яв­
ляются более широкими по своей сущности и более широкими по 
сфере применения, чем какие-либо категории из других наук.
Роль дискретной математики в гармонии формализованного и 
неформализованного языков моделирования. Для выявления роли ДМ 
в гармоничном сочетании формализованного и неформализованного 
языков моделирования важно представлять значение сочетания фор­
мализованного языка математики с неформализованным языком ис­
следования. «В полной мере сила неформализованного и формализо­
ванного символического языков, -  пишет Б.В.Гнеденко, -  проявля­
ется при их совместном использовании. При этом удается подмечать 
далеко идущие аналогии между явлениями, закономерностями» [61, 
с. 23].
Гармоничное сочетание формализованного языка математики с 
неформализованными языками других наук обеспечивается таким 
универсальным инструментом, как компьютер. Дело в том, что лю­
бую информацию и поэтому любую идеальную модель, создаваемую 
воображением и замещающую объект исследования, можно переко­
дировать на язык компьютера и ввести в его память. Чтобы иде­
альная модель была действующей, необходимо заложить в память
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компьютера правила преобразования информации. Однако любые 
правила можно разложить на простейшие термы («атомы») и соз­
дать таким образом универсальный логико-алгебраический язык 
компьютеров, реализуемый при помощи выполняемых компьютером 
операций. «Таким образом, -  пишет В.М.Глушков, -  в настоящее 
время факт принципиальной возможности программирования на со­
временных электронных цифровых машинах любых информацион­
ных моделей установлен не менее твердо, чем факт возможности 
разложения любого материального объекта на элементарные части­
цы. Важно еще раз подчеркнуть, что здесь идет речь именно о мо­
делях любой (а не только математической) природы» [53, с. 15].
Однако возможно возражение скептика в связи с тем, что на­
мять машины не бесконечна и поэтому машина не может реализо­
вать бесконечный алгоритм (и соответствующую ему программу). 
Однако В.МГлуппсов опровергает и такое возражение. Поскольку 
«бесконечную память нельзя реализовать ни в каком техническом 
устройстве, принято называть машину универсальной, если ортани- 
зация ее управления и набор операций таковы, что обеспечили бы 
возможность реализации любого алгоритма при условии неограни­
ченного объема памяти» [52, с. 235].
Уникальные возможности практически неограниченного объ­
ема (для типичного пользователя) оперативной и периферийной па­
мяти современных (сетей) компьютеров дают возможность реа­
лизовать достаточное для практических целей число шагов любого 
алгоритма. Ввиду этого практически неограничен» возможности 
компьютеров в построении полных цепочек использования компью­
теров в различных научных исследованиях. Поэтому адекватное зна­
ние систем СКМ и КТ и, в частности, правил преобразования инфор­
мации компьютером в работе с идеальной моделью необходимо лю­
бому специалисту в любой области исследования.
ДМ является математической основой информатизации и, в
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частности, разработки и совершенствования СКМ и КТ. В моделиро­
вании с использованием компьютеров необходимо владение мегода- 
ми как классической («непрерывной»), так и дискретной математики. 
Поэтому ДМ является математической основой гармоничного ис­
пользования формализованного языка математики, неформализован­
ного языка той науки, в области которой проводится исследование, и 
уникальных возможностей современных компьютеров.
Как уже отмечалось, несмотря на обилие исследований и пуб­
ликаций по ДМ, в настоящее время нет общепринятой системы по­
добных представлений о ДМ, что приводит к появлению внешне эф­
фективных научных исследований, особенно в социально-экономи­
ческих и гуманитарных областях знания, где модельные представле­
ния размыта и плохо поддаются формализации. Необходимый в ис­
следовании (многократно повторяющийся) компьютерный экспери­
мент на основе адекватного знания ДМ является противоположно­
стью уже упоминавшемуся псевдомоделированию на основе «четы­
рех арифметических действий», ассоциируемому с поиском или со­
ставлением «кухонных рецептов».
Роль дискретной математики в формировании математическо­
го стиля мышления. Понятие «стиль научною мышления» введено 
М.Борном и В.Паули в физику в 50 -  х гг. XX в. [24]. С тех пор оно 
все шире используется исследователями не только в физике, но и в 
математике, биологии, химии и других науках для характеристики 
формы научного мышления в определенный исторический пери­
од. В эпоху математизации наук на основе всеобщей компьютериза­
ции фундаментальную роль в научном стиле мышления стало h i  рать 
математическое мышление. «Успех науки, -  пишет Б.В.Гнеденко, -  
теперь в значительной степени зависит от того, насколько удачно ис­
следователи научатся пользоваться "математическим стилем мыш­
ления", строить качественные модели процессов, ставить математи­
чески осмысленные задачи и использовать уже накопленные матема­
тические средства исследования» [62, с. 102].
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Возрастающая роль математическою мышления, основанною 
на методах математики, обясняется тем, что все увеличивающийся 
10* объем поступающей информации делает невозможным ее пол­
ное восприятие и переработку в человеческом мозгу в силу его огра­
ниченных функциональных (физиологических и др.) возможностей. 
По расчетам В.М.Глушкова (в 1974 г.), для решения задач управле­
ния существовавшей тогда экономикой страны (более 1016 операций 
в год) не хватило бы всего взрослого населения страны, так как про­
изводительность человеческого мозга в процессах переработки эко­
номической информации составляет 10* операций в год [51, с. 13].
Поскольку адекватное знание С КМ, КТ и, в частности, баз 
данных является основой работы с компьютером, без обучения ДМ 
невозможно научиться точно воспринимать и перерабатывать в ис­
следовании весь объем имеющейся информации по исследуемой про­
блеме.
Па основе изучения доминирующих в ДМ алгебраических, 
порядковых структур, а также логических, алгоритмических, комби­
наторных схем в мышлении обучаемых формируются когнитивные 
(познавательные) структуры и схемы, являющиеся их отражением. 
Прилагательное когнитивный, происходящее от слова «cognitio», т.е. 
знание, подчеркивает, что речь идет о психических процессах в голо­
ве человека, а не просто о стимулах и реакциях. Эти когнитивные 
структуры или схемы обеспечивают хранение, упорядочение и пре­
образование наличной и поступающей информации и отвечают за 
воспроизведение в психике познающего субъекта устойчивых зако­
номерных аспектов его окружения [299]. Поэтому изучение этих 
структур и схем, воздействуя указанным образом на развитие мыш­
ления учащихся, способствует выработке умения структурировать 
и тем самым систематизировать информацию. Формирование когни­
тивных структур и схем необходимо начинать уже с 11 -  12-летнего 
возраста [275, 303).
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Довольно часто специалисты (особенно в гуманитарной сфере) 
используют компьютер, не обладая при этом адекватным знанием 
ДМ (используют только модные узкоспециальные статистические 
познания, в частности, формулы, забывая при этом, что такое «лога­
рифм», причем иногда в буквальном смысле слова!). Как следует из 
вышеизложенною, отсугствис адекватной подготовки но ДМ не по­
зволяет учащемуся овладеть математическим стилем мышления, не­
обходимым для качественного моделирования с помощью компью­
теров.
Границы возможностей дискретной математики в модельной 
методологии. Несмотря на унивсрсальносгь современных компьюте­
ров и их уникальные возможности, следует помнить о нежелательно­
сти всеобщей «панматематизации», в том числе «пандискретизации», 
т.е. чрезмерного преувеличения роли математики, в частности дис­
кретной математики. Знаменитые теоремы К.Геделя о неполноте 
формальной теории, содержащей арифметику, и невозможности ус­
тановления непротиворечивости такой теории [261] свидетельству­
ют о невозможности полной формализации достаточно содержатель­
ных математических теорий.
Действительно, в процессе формализации всегда остается не- 
формализуемый «остаток», который и обнаруживает противоречие 
между формализацией и формализуемым содержанием объекта ис­
следования. Поговаривают, что именно по этой причине А.Эйнпггейн 
однажды сказал, что «математика -  это наилучший способ водить се­
бя за нос», а С.П.Королев, не доверяя аналитическим докладам кос­
монавтов, вернувшихся на Землю, однажды посетовал: «Если бы я 
мог послать в космос Лермонтова!» [64, с. 4]. В связи с этим в фило­
софской литературе введен специальный термин «структурализм» 
[68], являющийся синонимом абсолютизации математического стиля 
мышления, основанного на структурах и схемах современной мате­
матики.
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Выдающийся французский психолог, основоположник теории 
операциональною мышления Ж.Пиаже пришел к выводу, что струк­
турный метод, т.е. математическое моделирование, основанное на 
структурах и схемах современной математики, не может быть един­
ственным методом исследования, особенно в гуманитарных науках 
[320]. Например, структурный метод в языкознании представляет 
собой частнонаучный метод исследования [121]. Критикуя мегодику 
структурного лингвистического анализа, В.И.Кодухов пишет, что 
«структуралисты ошибаются ... тогда, когда... единицы лингвистиче­
ского анализа и отношения между ними объявляют имманентной 
сущностью языка» [121, с. 222].
При исследовании сложных систем (экономических, социаль­
ных и т. д.) структурный метод успешно используется только при 
отображении формализованных сторон этих систем, хотя и достаточ­
но хорошо характеризующих эти системы.
Таким образом, возведение в абсолют математического и, в 
частности, «дискретною» стиля мышления превращает' науку в ее 
противоположность, что на философском языке являет собой эклек­
тику и идеализм. Для преодоления этого необходимо гармонично ис­
пользовать в исследованиях методы дискретной и непрерывной ма­
тематики и частные методы других наук.
«Бели каждый новый шаг исследования связан с привлече­
нием к рассмотрению качественно новых сторон явления, то мате­
матический метод отступает на задний план; в этом случае диа­
лектический анализ всей конкретности явления может быть лишь 
затемнен математической схематизацией. Если, наоборот, сравни­
тельно простые и устойчивые формы изучаемых явлений охваты­
вают эти явления с большой точностью и полнотой, но зато уже в 
пределах этих зафиксированных форм возникают достаточно труд­
ные и сложные проблемы, требующие специального математичес­
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кого исследования, ... то мы попадаем в сферу господства матема­
тического метода» [121, с. 464].
Расширение границ возможностей ДМ происходит в процессе 
развития теории информационных систем (баз данных) [99,227].
Идеи и методы ДМ играют определяющую роль в концепциях 
«нечеткой» математики [139], в рамках которой возможно решение 
практических задач, недоступных формализму «обычной» математи­
ки (в частности, формализму теории вероятностей и случайных про­
цессов).
§ 7. Развивающий потенциал дискретной математики 
в образовании (обучении)
В современных условиях в результате компьютерной «рево­
люции» и вызванного ею стремительного роста информации важное 
значение в образовании приобретает социокультурный системный 
подход к истокам в образовании, разработанный И.А.Кузьминым.
Основными элементами данного подхода являются три взаимо­
согласованные стратегии обучения:
1) стратегия отбора;
2) стратегия поэтапного длительного обучения;
3) стратегия обучения на социокультурном опыте (связи обуче­
ния со всеми сторонами культуры социума).
Па основе этих стратегий вырабатываются технологии эффек­
тивного обучения, обеспечивающие в учебном процессе целостное 
развитие восприятия, мышления, мотивации к самосовершенствова­
нию и других высших психических функций индивидуума.
Чрезмерное увлечение чисто информационной стороной обуче­
ния математике и информатике в школе приводит к тому, что «во 
многих случаях изучаемый в школе конкретный материал не склады­
41
вается в систему знаний; учапщйся оказывается "погребен" под мас­
сой обрушивающейся на него информации, будучи не в состоянии ее 
структуировать и осмыслить» [275, с. 7]. Все это приводит к недоста­
точной действенности знаний, невысокому уровню математической 
культуры и математического мышления большинства выпускников 
школы, что весьма существенно сказывается и на обучении их мате­
матике в вузе. Социокультурный системный подход в образовании 
является именно тем системным комплексным подходом, на основе 
которого возможно преодолеть значительные недостатки обучения 
математике.
Одним из важнейших принципов обучения является принцип 
практической направленности обучения, известный издавна. В свете 
социокультурного системного подхода В.А.Тестовым всесторонне 
обосновано, что важнейшим условием реализации этого принципа 
обучения математике является включение в содержание обучения 
математических структур и схем [275]. Только таким путем воз­
можна реализация задачи обучения [126], состоящая в том, чтобы 
уже в школе убедительно показать, что современная математика (ба­
зирующаяся на математических структурах) позволяет строить мате­
матические модели реальных ситуаций и процессов не только не ху­
же, но логически последовательнее и проще, чем традиционная. Ма­
тематические структуры и схемы должны быть положены в основу 
стратегии отбора содержания любого обучения, в том числе и с це­
лью построения и согласования учебных программ всех уровней, 
начиная со школьных [275].
Неудачные попытки включения в содержание обучения мате­
матических структур и схем предпринимались еще в ходе реформы 
математического образования в нашей стране в 1960 -  70-е гг. О со­
циальных и организационных причинах неудачи реформы очень точ­
но сказал выдающийся ученый в области информатики А. П. Ершов: 
«Если колмогоровская реформа как акция оказалась несостоятель­
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ной, то эта несостоятельность является всего лишь проекцией на ма­
тематику более глобальной несостоятельности другой грандиозной 
акции, состоящей в переходе к обязательному среднему образованию 
с сохранением всей прежней негибкости, однородности и авторитар­
ности в содержании и методике школьного обучения, а также по­
пытка сделать все это "даром", без надлежащею обеспечения» [95, 
с. 26}.
Негибкость, однородность и авторитарность в содержании и 
методике школьного обучения математике проявились в отсутствии 
системного подхода в образовании. «Реализовать системно-струк­
турный подход в образовании -  это значит раскрыть характер со­
ответствия между структурами реальных процессов, операционными 
структурами мышления и структурами математики» [275, с. 47]. 
В этом и состоит суть стратегии отбора целей, содержания образова­
ния, принципов, методов и средств обучения на основе социокуль­
турного системного подхода. Правильный выбор стратегии обучения 
математике является необходимым условием для достижения дейст­
венности знаний, высокого уровня математической культуры и ма­
тематического мышления выпускников школы.
В раскрытии характера соответствия между структурами ре­
альных процессов, операционными структурами мышления и струк­
турами математики важнейшую роль играет дискретная математика. 
Дискретная математика как фундаментальная основа моделирования 
является тем методологическим и методическим «механизмом», ко­
торый обеспечивает действенность обучения моделированию и тем 
самым позволяет раскрыть характер этого важного соответствия.
Применения математики столь многочисленны и разнообраз­
ны, что ее нельзя считать естественной наукой [275, с. 222}. В связи с 
этим А.Г.Мордкович разработал цельную концепцию математики 
как гуманитарного учебного предмета «Согласно этой концепции 
гуманитарная роль математики как части общечеловеческой культу­
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ры заключается в том, что математика является языком для описания 
любых математических моделей, в ее развивающем потенциале и 
внутренней воспитательной сущности» [275, с. 223J. Следовательно, 
трудно переоценить развивающий потенциал и внутренную воспи­
тательную сущность дискретной математики, поскольку она являет­
ся фундаментальной основой математического моделирования.
Развивающий потенциал дискретной математики проявляется в 
том, что она является необходимым дополнением к методологии и 
содержанию «функционально» ориентированной обязательной 
школьной программы по алгебре и началам анализа. Кроме того, 
дискретная математика служит основой для преодоления разобщен­
ности в изучении различных курсов математики и видов математиче­
ского моделирования с использованием компьютера в высших и 
средних профессиональных учебных заведениях. Следовательно, она 
необходима для преодоления разобщенности в изучении различных 
курсов математики. В результате этого обеспечивается целостность и 
единство в обучении математике, в частности, ее приложениям. Тем 
самым выбирается правильная стратегия обучения на социокультур­
ном опыте.
Дискретная математика является основой прикладной направ­
ленности непрерывного обучения математике в школе и вузе, в част­
ности, основой интеграции обучения математике, информатике и 
другим предметами, что очень важно с точки зрения «непрерывности 
образования в течение всей жизни» [195, с. 8]. Следовательно, обу­
чение ДМ существенно усиливает гуманитарную направленность 
изучения всех школьных предметов, способствующую осознанному 
выбору профиля обучения и специальности.
Как следует из вышеизложенного, развивающий потенциал 
дискретной математики в образовании (обучении) играет важную 
роль в гуманизации профессионального образования, которая озна­
чает «коренной поворот от технократической цели -  обеспечения
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производства кадрами, их приспособления к нуждам общества -  к 
гуманистическим целям профессионального становления и развития 
личности» [195, с. 8].
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Глава 2. Состояние обучения дискретной 
математике в системе «школа—вуз»
§ 1. Межпредметные связи математики и информатики
В настоящее время отмечается чрезмерное увлечение чисго 
информационной стороной обучения математике и информатике в 
школе, в связи с чем важное значение приобретает обучение школь­
ников элементам математического моделирования, необходимость 
которого обоснована в ряде работ [140,164, 187].
Особую роль в обучении школьников математическому моде­
лированию шрают межпредметные связи математики и информати­
ки, на базе которых возможны «обучение и тренировка в самостоя­
тельном построении полной цепочки использования компьютеров: 
реальная ситуация, математическая модель, алгоритм, программа, 
симуляция решения, анализ результатов» [140, с. 13]. Очевидно, вес, 
что связано с программированием (понятия «программа», «симуля­
ция решения», «анализ результатов») входит в основное содержание 
предмета информатики. В свою очередь, такие понятия, как матема­
тическая модель, алгоритм, относятся к дисциплине «Дискретная ма­
тематика», основные понятия которой совершенно не изучаются в 
общеобразовательной средней школе (такое деление условно). В си­
лу этого возник разрыв между уровнем подготовки выпускников 
школы и требованиями, предъявляемыми к ним на первом курсе в 
условиях всеобщей компьютеризации обучения в вузах. Этот разрыв 
немного смягчается в математических лицеях, в которых «элитным» 
школьникам преподаются отдельные фрагменты азов ДМ.
Благодаря решению задач на построение полной цепочки ис­
пользования компьютера школьник сможет пройти полный началь­
ный «производственный» цикл обучения математическому модели­
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рованию. Он впервые одновременно станет: постановщиком задачи 
(переводящим ее формулировку на точный математический язык), 
математиком (обеспечивающим разработку модели и алгоритм ее 
решения), программистом (пишущим и отлаживающим программу 
и симулирующим результаты ее работы), заказчиком (анализи­
рующим результаты решения задачи). Что же происходит на самом 
деле в практике обучения математике и информатике?
Специалисты по обучению информатике в школе сущест­
венно расходятся в своих взглядах на теоретические основы ин­
форматики. Подтверждением этому являются весьма существен­
ные различия в содержании большинства современных школьных 
учебников но информатике. В основном они посвящены средствам 
информатики. В частности, до сих пор весь образовательный курс 
школьной информатики строится, по существу, на основе различных 
интерпретаций понятия «исполнитель», использующих только язык 
«обычной» школьной математики и некоторых других школьных 
предметов. Чтобы опережать процесс информатизации общества, 
что очень важно для профессионального образования, который дол­
жен оперережать уровень развития производства [195, с. 8], необхо­
димо изучать не только средства информатики, но и ее теорети­
ческие основы. Без этою невозможно овладеть всем «производствен­
ным» циклом математическою моделирования, что свидетельствует 
об умении использовать межпредметные связи математики и ин­
форматики.
Каковы же теоретические основы школьной информатики? По­
иск ответа на этот вопрос следует начать с анализа трудов 
В.М.Глушкова и А.П.Ершова. Как указывал А.П.Ершов, «курс ма­
тематических основ программирования ... должен базироваться на 
дискретном анализе (в современной терминологии дискретной мате­
матике. -Е.П.)  и основаниях математики» [94, с. 294]. При этом он 
подчеркивал методологическую роль оснований математики (в том 
числе логических схем) в постановке задачи, выборе метода и орга­
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низации обработки информации при решении задачи. Только на ос­
нове этого станет возможным «довести систему законов обработки 
информации до той же степени стройности и заразительности, ка­
кой сейчас обладает курс математического анализа, читаемый в луч­
ших университетах» [94, с. 294]. Определяющую роль ДМ в матема­
тизации наук и, в частности, в теоретических основах информатики, 
подчеркивал В.М.Глушков [55]. Для нас важно и то, что изучение 
доминирующих в ДМ структур и схем должно быть обязательным в 
подготовке системных программистов [94].
В государственных стандартах высшего профессионального 
образования все дисциплины поделены на общие математические и 
ествесгвеннонаучные (ЕН); общепрофессиональные (ОПД); специ­
альные (СД), называемые также дисциплинами специализации или 
дисциплинами предметной подготовки; факультативные (ФТД) и 
общие гуманитарные и социально-экономические дисциплины. Ов­
ладение специфическими для каждой специальности методами мате- 
магического моделирования обеснечиваегся совокупностью дисцип­
лин ЕН, ОПД и СД. Но ни в одном из указанных рубрикаторов дис­
циплин нет такой отдельной дисциплины, как теоретические основы 
информатики. Теоретические основы информатики для какой-либо 
специальности являют собой некую совокупность тех или иных идей, 
методов и факгов из дисциплин ЕН, ОПД и СД, изучение которых 
предусмотрено по этой специальности. В процессе изучения указан­
ных дисциплин одновременно обеспечивается усвоение теоретиче­
ских основ информатики, адекватное знание которых необходимо 
для той или иной специальности. Таким образом, понятие теоретиче­
ских основ информатики размыто и нет единых теорешческих основ 
информатики для всех специальностей.
Несмотря на этот «печальный» факт все же становится ясным 
самое главное: теоретические основы информатики нельзя сводить 
только к одной ДМ, как это могло показаться изначально. В то же 
время ДМ как математическая основа моделирования с использовн-
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нием компьютеров, бесспорно, является математической основой 
информатики. По этой причине изучение элементов ДМ предусмот­
рено в государственных стандартах высшего профессионального об­
разования для многих специальностей из большинства направлений 
подготовки.
Итак, обучение ДМ необходимо для постепенного перехода от 
«информационного моделирования», основанного на иерархической 
системе развивающихся исполнителей и обеспечивающего усвоение 
учащимися базовых понятий информатики, к математическому мо­
делированию на основе естественных связей математики и инфор­
матики. Обучение ДМ сделает возможным переход от популярного 
изучения понятий модели и алгоритма к изучению посильных для 
восприятия школьников теоретико-модельных понятий дискретной 
математики [22,211].
Для обучения школьников математическому моделированию 
необходимо дополнительно предусмотреть, наряду с элементами 
ДМ, изучение элементов теории вероятностей и математической ста­
тистки, а также дискретной и непрерывной оптимизации.
§ 2. Дискретная математика как содержательная основа 
прикладной направленности обучения математике 
в школе и вузе
Проблемы и тенденции в обучении методам прикладной 
математики. Несмотря на 1рандиозные изменения в математике, 
произошедшие в прошлом веке, знания выпускников школы по ал­
гебре и началам анализа фактически ограничиваются рамками XVIII в. 
и эпохой древней Греции по геометрии, что резко контрастирует с 
необходимостью изучения математических понятий и методов, 
ставших общеобразовательными и имеющими общекультурное зна­
чение. К их числу можно уверенно отнести понятия и методы ДМ,
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ставшие фундаментальной основой информатизации деятельности. 
Знание основ информатизации, как и знание экономических основ 
предпринимательской деятельности, стало в последнее десятилетие 
важнейшей частью обшей культуры личности.
К сожалению, в процессе реформы образования довольно часто 
наблюдаются неудачные попытки сжатого изложения основ «класси­
ческих» разделов современной прикладной математики в старших 
классах гимназий и лицеев с углубленным изучением математики. 
Составляются программы спецкурсов или факультативов, в которых 
часто механически собраны воедино основы разделов из следующего 
так или иначе модифицируемого или сокращаемого перечня: теория 
трафов, математическая логика, теория алюритмов, теория матриц, 
численные методы решения уравнений и их систем, интерполирова­
ние, численное дифференцирование и интегрирование, дифференци­
альные уравнения, комбинаторика, теория вероятностей и математи­
ческая статистика, компьютерная геометрия, математическое про­
граммирование, компьютерное программирование и т.д.). Препода­
вание по подобным программам усугубляется несогласованным пре­
подаванием математики и информатики. В результате «возрастает 
нагрузка, а еще точнее -  перегрузка старшеклассников, которая с 
учетом всех дополнительных занятий и домашних заданий подчас 
составляет 1 5 - 1 6  часов в сутки» [207, с. 3]. По данным института 
возрастной физиологии РАО, именно в лицеях и гимназиях с про­
фильной дифференциацией число учащихся со сниженным фунцио- 
нальным резервом, дефици том массы тела и хронической патологи­
ей в 1,5 -  2 раза превышает соответствующее число учащихся массо­
вой школы [207].
В силу вышеизложенных причин, возникает необходимость 
искать другие концепции обучения методам прикладной математи­
ки в общеобразовательных учебных заведениях. Так, А.Н.Павлов 
предлагает ввести интегрированный курс математики и информатики 
в классах с углубленным изучением математики и информатики
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[207]. По мнению II.А.Хоркиной, обучать учащихся классов эконо­
мическое профиля началам математическое анализа нужно на фа­
культативных занятиях по математике в условиях реализации меж­
предметных связей [300]. И.Н.Полунина предлагает использовать 
методику «формирования учебного материала интеграционное ха­
рактера, позволяющего взаимно обогатить курсы информатики, ма­
тематики, создать базу для изучения общетехнических дисциплин, 
соответствующую современным требованиям» [207, с. 4].
Интеграция курсов математики и информатики в школе или уз- 
копрофилированное обучение тем или иным прикладным методам в 
экономических классах, технических колледжах и т.д. являются пер­
вым шагом в устранении перегрузок обучения и поэтому имеют по­
ложительный эффект. Но, к сожалению, в осуществлении приклад­
ной направленности обучения математике многие авторы не учиты­
вают следующие важные аспекты:
1) роль предмета и функции современной ДМ как фундамен­
тальной основы математического моделирования, что ведет к игно­
рированию принципа научности в обучении (в частности, к игнори­
рованию в обучении единства и внутренней логики самой математи­
ки);
2) значение математических структур и схем как основы стра­
тегии отбора содержания любого (в том числе и «прикладного») обу­
чения математике [275]. Поэтому доминирующие в ДМ алгебраиче­
ские структуры, логические алгоритмические и комбинаторные схе­
мы должны быть отражены в содержании любого обучения приклад­
ным методам математики;
3) важные психологические аспекты, связанные с формирова­
нием когнитивных математических структур и схем в мышлении 
обучаемого [275, 299], в частности, возрастные особенности форми­
рования этих структур и схем.
Философско-математический аспект прикладной направленно­
сти обучения. Б.В.Гнсденко отмечал, что очень часто профессионал в
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той или иной области в своих суждениях исходит из абсолютно лож­
ных представлений, навеянных ему еще при обучении в школе, что 
«вся математика сводится к тем методам арифметики, элементарной 
алгебры и геометрии, с которыми знакомится каждый школьник» 
[63, с. 6]. В связи с этим возникает необходимость изучения прин­
ципиальных идей современной математики уже со школьной скамьи, 
поскольку «принципиальные идеи исключительно хорошо, быстро и 
прочно усваиваются в ранние годы» [63, с. 6]. В противном случае 
«концепции, представления о которых не были получены в юности, 
для очень многих так и остаются навечно недоступными» [63, с. 6 ].
Все это еще раз подчеркивает особую важность изучения уже 
со школьной скамьи концепций и идей ДМ как математической ос­
новы моделирования с использованием компьютеров. Без этого не­
возможно полноценное обучение прикладным методам математики, 
в том числе и методам математической статистики. Иначе в обуче­
нии не уйти от изучения довлеющих рекомендаций с установившим­
ся инструктивным материалом из арифметики, элементарной алгеб­
ры и геометрии [140]. Очевидно, что «довлеют» свойства действий с 
дробями, свойства степеней, тождественные преобразования при­
вычных алгебраических выражений. По этой причине весьма важно 
показать, что «мир может быть устроен по другому» и что, например, 
можег быть 3 + 4 = 2 или 3-4 = 2 в конечном пятиэлементном ноле 
[211].
На концептуальной основе ДМ необходимо создавать реестр 
разнообразных и ярких образцов искусства математического модели­
рования (на основе полной цепочки использования комьютсров) в са­
мых разных областях школьного знания. Такой реестр образцов мо­
делирования является определяющим в прикладной направленности 
обучения математике в школе, поскольку он обеспечивает его фун­
даментальность и, в частности, опережающее практику обучение. 
Отсюда также следует важный вывод о том, что ДМ является кон­
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цептуальной связующей основой межпредметных связей не только 
математики и информатики, но и всех школьных дисциплин.
Психолого-педагогияеский аспект прикладной направленно­
сти обучения. Обучение ДМ дает возможность почувствовать силу 
и красоту искусства математического моделирования.
Действительно, если исследователь конкретной области зна­
ния «силен» в искусстве математического моделирования, то он на 
высоком уровне знает такие ключевые понятия ДМ, как модель, ал­
горитм. Более того, если исследователь демонстрирует изящество в 
решении той или иной задачи с помощью ЭВМ, то это значит, что он 
решает задачу оптимально, достигая наилучшего результата в реше­
нии и при этом наименьшими средствами. Это означает, что иссле­
дователь оптимально построил полную цепочку использования ком­
пьютера. Если исследователь демонстрирует «красоту» математиче­
ского моделирования, то это означает, что в трудной ситуации он 
сумел найти неожиданный, нетривиальный, простой и в то же время 
универсальный (т.е. пригодный для целого класса подобных задач) 
способ моделирования. Умение найти такой способ моделирования 
оттачивается в процессе обучения той фундаментальной основе ма­
тематическою моделирования, какой является ДМ. Такое совершен­
ное умение означает, что исследователь обладает стилем мышления, 
присущим «многоборцу», удачно «выступающему» на всех этапах 
разработки полной цепочки использования компьютера благодаря 
прежде всего совершенному знанию всех основных понятий ДМ.
С психолого-педагогической точки зрения особое значение в 
прикладной направленности обучения имеет изучение доминирую­
щих в ДМ математических структур и схем. Математические струк­
туры и схемы должны быть положены в основу стратегии отбора со­
держания любого обучения математике [275]. На основе их изуче­
ния в мышлении учащихся формируются так назывемые когни­
тивные (познавательные) структуры или схемы, играющие важную 
роль в развитии стиля мышления «многоборца». Формирование ког­
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нитивных структур и схем необходимо начинать уже с 11 -  12- 
летнего возраста [303,275].
Итак, с психолого-педагогической точки зрения ДМ -  элю дис­
циплина, являющаяся фундаментальной внутриматематической ос­
новой развития стиля мышления, позволяющего наименьшими сред­
ствами достигать наилучших результатов в любой области исследо­
вания, как правило, с использованием компьютера.
§ 3. Анализ элементов дискретной ма тема тики 
в учебной литературе для школьников
Для разработки методики обучения ДМ в школе необходимо 
провести анализ элементов ДМ, наиболее полно представленных в 
широко известных книгах для внеклассной работы и учебной литера­
туре [13, 17, 34,43, 49, 74, 79, 84, 85, 104,143, 234, 235, 268,286,287, 
291, 305]. Анализ основных особенностей изложения целесообразно 
упорядочить в соответствии с элементами ДМ (см. гл. 1,§ 2).
Определения основных понятий теории множеств (объедине­
ние, пересечение, дополнение, прямое произведение и др.) естест­
венным образом раскрываются в процессе решения занимательных, 
практических задач и задач из школьной программы [34, 43, 84, 85]. 
При изложении понятий операций объединения, пересечения и до­
полнения используются разнообразные числовые множества и мно­
жества фигур: отрезки, интервалы, лучи, многоугольники и т.д. При 
определении понятия прямого произведения, как правило, рассмат­
риваются задачи о перечислении всех вариантов сопоставления эле­
ментам одного конечного множества элементов другого конечного 
множества, например, задачи о перечислении вариантов наклейки 
марок на конверты.
В большинстве изданий изложение понятий отображения, об­
ратного отображения, композиции отображений начинается с объяс­
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нения понятия бинарного отношения на разнообразных примерах со­
ответствий между множествами [74, 104, 234]. При этом происходит 
тонкое приспособление знания к задаче, что обеспечивает преемст­
венность в обучении. На примерах функций из школьной программы 
разъясняется, что функция является важным частным случаем би­
нарного соответствия, являющегося отображением области опреде­
ления функции на множество ее значений. В результате использова­
ния понятия функции обеспечивается преемственность и в изучении 
понятий обратного отображения и композиции отображений. Сим­
метрии, повороты и композиция движений излагаются с учетом ти­
пичных геометрических знаний школьников [74].
Понятие группы впервые общедоступно представил П.С.Алек- 
сандров [4]. Объяснение начинается с изложения «групповых» 
свойств сложения целых чисел. Затем рассматриваются вращения 
правильного треугольника и квадрата, являющиеся его самосовме- 
щениями и различаемые только по положению вершин. Составляют­
ся таблицы Кэли вращений этих фигур и отмечается наличие «груп­
повых» свойств операций вращения. Далее дается определение груп­
пы, приводятся примеры групп и доказываются простейшие свойства 
группы.
Э.Фрид изложение понятия группы начинает с рассмотрения 
групп подстановок с использованием рисунков [291]. Кроме приме­
ров «числовых» групп, приводятся примеры групп векторов и других 
движений (преобразований) плоскости. На примерах объясняется, 
что для каждого движения существует обратное. После этого дается 
определение группы.
Группы геометрических преобразований наиболее полно и по­
сильно для восприятия школьников представлены в факультативном 
курсе [287]. Интересные методические особенности изложения поня­
тия группы (и свойств порядка группы), группы преобразований, пе­
рестановок имеются в ряде книг [4,109,204,205].
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Впервые систематически изложил первоначальные сведения об 
абстрактных свойствах колец, модулей, тел, структур и булевых ал­
гебрах Э.Фрид [291]. Применения колец и полей в решении диофан- 
товых уравнений и нахождении рациональных корней многочленов 
можно изучать по методической разработке А.Я.Блоха и А.А.Бух- 
штаба [21]. Примеры применения колец сравнений (вычетов) в крип­
тографии приводит В.А.Успенский [284]. Л.Беран [17] популярно 
изложил элементы теории частично упорядоченных множеств и ре­
шеток.
Понятие произвольной алгебраической операции рассматрива­
ется в книге для школьников В.В.Деменчука [79]. Сначала представ­
лены отображения и способы их задания. Вводится понятие образа и 
прообраза элемента при отображении. Излагаются инъективные, 
сюръективные и биективные и обратные отображения, преобразова­
ния конечных множеств н их суперпозиции. Вес эго позволяет в по­
пулярной форме дать общее определение алгебраической операции 
(см. в гл. 4, § 7). На основе этого изучаются элементы теории полу­
групп.
Л.Н. Шеврин тему «Тождества в алгебрах», необходимую для 
углубленного изучения различных алгебраических операций, изло­
жил на доступном для восприятия школьников уровне [305, с. 17 — 
32].
Основные понятия алгебры логики, а также начальные понятия 
логики предикатов впервые были систематично представлены в фа­
культативном курсе Н.Я.Виленкина и др. [287]. Сначала анализиру­
ется большое число различных высказываний, в результате выявля­
ются логические связки, соединяющие простые высказывания в 
сложные. Благодаря этому происходит естественный переход к изу­
чению логических операций и таблиц истинности оценки высказыва­
ний. Алгебра логики применяется в анализе и синтезе электрических 
схем.
56
В.Ю.Лыскова и Е.А.Ракитина [165] систематизировали законы 
логики. Они приводят примеры доказательства законов на основе 
диаграмм Эйлера-Венна и решения логических задач.
В факультативном курсе для учащихся 7 -  8-х классов изло­
жение логики предикатов (логики высказывательных форм) начина­
ется с одноместного предиката [287]. На основе гонкою использова­
ния сказуемого как части речи выявляется содержательная суть по­
нятия одноместного предиката и квантора. Вводится понятие много­
местного предиката и определяются операции над высказыватель- 
ными формами. Даются примеры анализа строения теорем из школь­
ной иро1раммы. Большое число приводимых примеров и задач из 
школьной программы обеспечивает преемственность в обучении.
Разнообразные примеры использования кванторов в решении 
задач из школьной программы приведены Е.А. Перминовым [223]. 
Некоторые начальные понятия языка алгебры высказываний и логи­
ки предикатов задачи на базе действующей школьной программы 
удачно представлены Г.В.Дорофеевым и др. [84,85]. Систематиче­
ское и адаптированное к школьной программе изложение алгебры 
высказываний имеется в учебном пособии [211]. Среди других книг 
по элементам логики следует отметить пособие для учителей [267], а 
также книги [13,81,234,264,].
В книге [210] последовательно даются определения и приво­
дятся примеры булевых функции одной, двух и трех переменных, 
примеры представления булевых функций и формул алгебры выска­
зываний в совершенной дизъюнктивной нормальной форме (СДНФ). 
В.Ю.Лысковой и Е.А.Ракитиной [165] дано описание булевых функ­
ций одной и двух переменных, излагаются простейшие преобразова­
тели информации, приводится алгоритм представления булевой 
функции двух переменных в СДНФ и другой форме.
В.А.Гусевым, А.Н. Орловым и А.Л.Розенталем [74] в процессе 
решения занимательных и практических задач объясняется понятие 
неориентированного графа. В книгах [210, 211] таким же образом
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определяются различные виды графов (ориентированные, неори­
ентированные, связные, эйлеровы, гамильтоновы и др.) и важней­
шее понятие изоморфизма графов. Решения интересных для учащих­
ся 5 -  6-х классов логических комбинаторных, а также многих дру­
гих занимательных и практических задач приведены в книге 
Л.П.Конновой [132].
Числовые характеристики графов; прикладные задачи на гра­
фах можно изучать на основе книг [131, 282]. В них на посильном 
для восприятия школьников уровне изложены задачи о коммивояже­
ре, соединении городов, составлении расписаний и др., а также неко­
торые алгоритмы поиска тех или иных видов графов. Приложения 
графов в лингвистике даны Г.Е.Крейдлиным А.Д.Шмелевым [141].
Начальные элементы теории алгоритмов представлены в кни­
гах [74, 286, 143]. Дано описание машины Поста [74, 286], изучение 
которой крайне необходимо для полноценного изучения основ тео­
рии алгоритмов. Охарактеризованы общие свойства алгоритма и 
приведены многочисленные примеры алгоритмов на языке школьной 
программы по математике [13,143]. При изучении понятий исполни­
теля, эквивалентного и эффективного алгоритмов, машины Тьюринга 
можно использовать пособие для учителя А.Г.Гейна [45]. В извест­
ной мере изучение машины Тьюриша можно продолжить но книге 
Г.Д.Эббинхауза и др. [308]. Связь между полугруппами и автоматами 
показана Э. Фридом [291].
Для изучения проблем алгоритмической разрешимости целесо­
образно воспользоваться книгами Н.А.Криницкого [143] и Г.Д. Эб- 
бинхауза и др. [308]. Задачу о разрешимости уравнений в радикалах 
популярно изложил А.Дальма [78]. Перечень интересных примеров 
алгоритмически разрешимых и неразрешимых задач можно расши­
рить, если обратиться к книгам Н.Н.Воробьева [40], Р.Уилсона [282] 
и Г.Г.Хамова [295].
Отметим, что в некоторые книги для пропедевтики изучения 
СКМ и КТ включены элементы комбинаторики [43,49, 84,211,287].
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§ 4. Современные проблемы методики обучения 
дискретной математике в школе
Для прикладной направленности обучения математике в 
школе важны не только концептуальная роль предмета, функций и 
развивающего потенциала ДМ, но и методика обучения элементам 
ДМ как методическая основа прикладной направленности обучения 
математике в школе.
Действительно, методика обучения переводу реальной задачи 
на математический язык, изучения понятий математического языка, 
математической модели, алгоритма и отбора задач по ДМ является 
основой для поиска совокупности методов обучения, посильных для 
восприятия учащимися и обеспечивающих усвоение ими фунда­
ментальных идей, методов и фактов математического моделирова­
ния, олицехворяхохцехо собой прикладную значимость математики.
Исходя из функций и основного содержания ДМ можно выде­
лить следующие основные проблемы методики обучения ДМ в шко­
ле:
1) отбор основного содержания ДМ для профильного обуче­
ния в 8 -11  -х классах;
2) методическая реализация преемственности в обучении;
3) методика изучения понятий математической модели, алго­
ритма и ф&оритмической разрешимости;
4) методика изучения понятия математического языка;
5) соотношение дискретного и непрерывного в обучении махе- 
матике;
6) методика отбора задач по ДМ.
При решении каждой из этих проблем следует исходить из 
общей стратегии обучения математике [275]. Математические струк­
туры должны быть основой стратегии отбора содержания обучения. 
Следует учитывать: психологические основы стратегии обучения ма­
тематике, стратегию построения математических курсов (в частно­
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сти, разработки программ); стратегию преемственности в обучении, 
стратегию поэтапною обучения и стратегию обучения на социокуль­
турном опыте как источнике развития математических способностей. 
Стратегия обучения ДМ позволяет решить каждую из перечислен­
ных и в известной степени взаимосвязанных проблем. Охарактеризу­
ем кратко суть каждой из этих проблем.
Проблема отбора основного содержания Д М  для профильно­
го обучения в 8 -  11-х классах. В связи с разнообразными и обшир­
ными функциями ДМ первой должна быть решена именно Данная 
проблема При отборе содержания следует учитывать, что 
математические структуры -  основа стратегии отбора содержания 
обучения но любому профилю.
Исходя из трех взаимосогласованных стратегий обучения 
ССП (см. гл. 1, § 4), анализа происходящих концептуальных измене­
ний в школьном математическом образовании [233, 288], можно 
прогнозировать появление различных видов профильного обучения 
в школе. Министерством образования и науки РФ рекомендованы 
примерные учебные планы для тринадцати видов профильного обу­
чения. Примерные учебные планы и вводимый в соответствий с ни­
ми непрерывный курс информатики [192] (с ведущей линией «Моде­
лирование и формализация») отражают жизненную необходимость 
обучения математическому моделированию и, следовательно, ДМ 
как фундаментальной основе математического моделирования. Как 
показывает анализ направлений подготовки государственных стан­
дартов высшего профессионального образования, рекомендованных 
учебных планов профильного обучения и содержания непрерывного 
курса информатики, изучение основных элементов ДМ, на наш 
взгляд, целесообразно начать в рамках следующих профилей:
-  физико-математический;
-  физико-химический;
-  информационно-технологический;
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-  индустриально-технологический (направление -  электротех­
ника/радиотехника);
-  социально-экономический.
Для других профилей обучения представляется целесообраз­
ным адекватное изучение тех или иных элементов языка доми­
нирующих в ДМ структур, схем и языка теории графов, способ­
ствующих развитию не только простейших навыков моделирования с 
использованием компьютера (наиболее характерных для данного 
профиля), но и что не менее важно, когнитивных структур и схем в 
мышлении учащихся, на основе которых формируется умение струк- 
туировать информацию, осмысливать ее и запоминать (см. гл. 3, § 2).
При обучении ДМ в рамках любого профиля необходимо исхо­
дить из стратегии обучения ДМ (см. гл. 3). Однако уже сейчас оче­
видно, что на основании предмета и функций ДМ при отборе содер­
жания профильного обучения ДМ в школе нужно иметь в виду сле­
дующие основные цели обучения математическому моделированию 
в школе и вузе:
-  выработка на основе ДМ общего представления о матема­
тических моделях и видах математического моделирования;
-  обучение специфическому математическому моделированию, 
присущему только той или иной специальности;
-  методологическое осмысление явлений изучаемой конкрет­
ной науки;
-  овладение способами корректного представления, переработ­
ки, осмысления и использования информации, характерными для то­
го или иного профиля.
Проблема методической реализации преемственности в 
обучении. Практика показывает, что студенты подавляющего боль­
шинства специальностей испытывают большие трудности в изучении 
ДМ. Это вызвано прежде всего тем, что, в отличие от других основ­
ных разделов курса высшей математики, элементы ДМ не изучаются 
в средней школе. В обучении алгебре в школе в основном преоблада­
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ет функциональный подход. По этой причине изучение имеющихся 
учебных пособий по ДМ для вузов вызывает затруднения у боль­
шинства студентов. Нет адекватного отражения элементов ДМ и в 
популярной литературе для школьников, которая к тому же практи­
чески недоступна для чтения. В результате закономерно возник раз­
рыв между уровнем подготовки выпускников школы и требования­
ми, предъявляемыми к ним на младших курсах вузов в условиях все­
общей компьютеризации обучения.
В обучении школьников и студентов математическому моде­
лированию прежде всего важна преемственность обучения, без кото­
рой невозможно преодолеть разрыв между уровнем подготовки вы­
пускников школы и требованиями, предъявляемыми к ним на млад­
ших курсах вузов.
В дидактике преемственность обучения обычно трактуется как 
принцип, требующий формирования знаний, умений и навыков в оп­
ределенном порядке, с тем чтобы каждый элемент учебного материа­
ла логически связывался с другими: последующее опиралось на пре­
дыдущее и готовило, в свою очередь, к усвоению нового. Исследова­
нию теоретических оснований преемственности посвящена моногра­
фия Г.А.Клековкина [117], в которой преемственность рассматрива­
ется как закономерность развития, а принцип преемственности -  как 
педагогическое требование, основанное на этой закономерности.
Для осуществления преемственности обучения ДМ необхо­
димо сначала учесть главное в проектировании и реализации процес­
са обучения и исходя из этого выявить главное в динамике измене­
ния взаимосвязей всех основных элементов теории обучения ДМ 
[117, 244]. Этот вывод стал концептуальной основой разработки 
стратегии преемственности в непрерывном обучении ДМ между 
школой и вузом (см. гл. 3, § 4).
Проблемы методики изучения понятия математической 
модели, алгоритма и алгоритмической разрешимости. Ключевую 
роль в изучении понятия математической модели играют основные
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теоретико-модельные понятия ДМ: отношение, алгебраическая опе­
рация (необходимые для определения понятия математической мо­
дели), высказывание, предикат, гомоморфизм и изоморфизм, алго­
ритм и алгоритмическая разрешимость. Благодаря изучению этих 
понятий станет возможным выработка у школьников первых пред­
ставлений о классификации видов моделирования и задач, о матема­
тике как об единой науке, что позволит преодолеть разобщенность в 
преподавании алгебры, начал анализа и геометрии. Вследствие этого 
данные понятия имеют важное значение для раннего становления 
математической культуры и математического мышления будущего 
специалиста.
Ясно, что решение указанной методической проблемы зави­
сит от того, насколько правильно будут выбраны дидактические 
принципы изучения этих понятий для профилей обучения математи­
ке: физико-математического, физико-химического, информационно­
технологического, индустриально-технологического; социально-эко­
номического. В частности, в обучении в классах социально-эконо­
мического профиля ведущими являются общепедагогические прин­
ципы преемственности и гуманитарной направленности обучения.
Проблемы методики изучения понятия математического 
языка. Процесс математизации той или иной специальной науки 
осуществляется на основе взаимодействия языка современной мате­
матики и языка этой науки. Поэтому обучение ДМ на той или иной 
специальности должно быть нацелено на обучение адекватному из­
бранной специальности владению всей мощью присущего этой спе­
циальности математического языка (являющегося идейным, гармо­
ничным объединением на базе ДМ языков разных разделов матема­
тики, изучаемых на данной специальности). Для этого недостаточно 
разработать для того или иного профиля содержание обучения ДМ и 
методику изучения самого понятия модели и алгоритма (и всех пред­
варяющих их теоретико-модельных понятий).
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Действительно, ДМ в использовании современного математи­
ческого языка играет такую же роль, что и синтаксис (наука о зако­
нах соединения слов и строении предложений) в русском языке. Об­
разно говоря, ДМ есть наука о законах гармоничного соединения 
языков различных разделов математики для правильного выбора 
«техники» моделирования в решении задачи с использованием ком­
пьютера и о правильном «построении» последовательности рассуж­
дений при непосредственной разработке модели решения. Если не 
учитывать эту важнейшую языковую роль ДМ, то обучение матема­
тике (на не математических специальностях) будет носить «механи­
ческий» характер. В результате у обучаемою возникнет представле­
ние о математике как о совокупности разрозненных и никак не свя­
занных между собой дисциплин.
«Синтаксическая» роль ДМ важна в реализации системно- 
структурного подхода в обучении математике, раскрывающего ха­
рактер соответствия между структурами реальных процессов, 
операционными структурами мышления и структурами математики. 
В противном случае обучение математике не перестанет быть «оче­
редной напастью и тягостной повинностью в ряду досадных собы­
тий, омрачающих жизнь студента (особенно гуманитария. -Е.П .)» 
[98, с. 11]. Системно-структурный подход и учет «синтаксической» 
роли ДМ играют важнейшую роль в обучении «исскуству» матема­
тического моделирования, демонстрирующего силу и красоту.
Например, при изучении ДМ на экономических специально­
стях следует обратить особое внимание на методические особенно­
сти изучения тех терминов языка ДМ, от которых зависит выработ­
ка в абстрактном мышлении обучаемого необходимых законов гар­
моничного соединения языков: дифференциального и интегрального 
исчисления, численных методов, теории вероятностей и математиче­
ской статистики, теории графов, исследования операций и др. Толь­
ко при этом условии разовьется умение правильно выбирать техни­
ку моделирования при решении задачи (аналитическую, стагистиче-
64
скую, «объединенную» и пр.) и выстраивать последовательность 
рассуждений при непосредственном решении задачи.
Для опережающего практику обучения моделированию в эко­
номике необходимо уходить от «четырех арифметических дейст­
вий», на которых зиждется содержание некоторых учебников для 
студентов-экономистов, напоминающих, как уже отмечалось, «ку­
хонные рецепты о здоровой экономической пище». Наиболее удач­
ными учебниками, лишенными этого недостатка, на наш взгляд, яв­
ляются учебники В.А.Колемаева [122], Н.Ш.Кремера и др. [142], 
В.И.Малыхина [168],
Для того чтобы изучение математики стало интересным, уже 
со школьной скамьи необходима соответствующая языковая «про­
филактика», основанная на полноценном использовании «синтакси­
ческой» роли языка ДМ в представлении школьникам математики 
как единой науки (не «разбитой» на математический анализ, алгебру 
и геометрию). И здесь особенно важно выявить в содержании обу­
чения ДМ те конкретные математические структуры и схемы (логи­
ческие, комбинаторные и т.д.), которые особенно необходимы для 
пропедевтики изложения ярких образцов моделирования, демонст­
рирующих «единство» математики.
В связи с этим главную роль в решении обсуждаемой проб­
лемы играет принцип генерализации знаний, означающий, что обу­
чение ДМ следует начинать «с истоков, с выделения основных 
структур и понятий и организовывать материал обучения в порядке 
логического развертывания этих структур...» [275, с. 96]. В качест­
ве таких истоков могут служить структуры действительных чисел, 
пятиэлементное поле, кольцо остатков от деления целых чисел, ал­
гебра высказываний и группы перестановок [213, 221, 222,252].
Проблема соотношения дискретного и непрерывного в обу­
чении математики. Для выявления сути этой проблемы необходи­
мо исходить из тезиса о единстве математики [145]. «...Как никогда 
ранее математическое знание сильно дифференцировалось. Воз­
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никла масса отдельных математических дисциплин... И вес таки сле­
дует провозгласить тезис о единстве математики... Можно сказать, 
что фундаментальная математика и прикладная математика, перели­
ваясь (выделено мной. -  Е.П.) друг в друга, снова представляют еди­
ную, но дифферецированную математику» [32, с. 92 -  93]. Поэтому 
построение курса дискретной математики должно обеспечивать гар­
моничное обучение всей системе методов математическою модели­
рования, основанных как на «непрерывной», так и дискретной мате­
матике (синонимом «непрерывной» обычно считается однознач-но 
трактуемое понятие классической математики). Это позволит создать 
необходимые предпосылки для адекватного обучения моделиро­
ванию, присущею той или иной специальности.
Проблема методики отбора задач по ДМ. В обучении ДМ 
особенно необходимы «такие методы обучения, когда дорога к серь­
езным проблемам "мостится" из упрощенных, пусть даже сказоч­
ных и шуточных задач» [140, с. 22 ]. Только таким путем можно 
достичь детской, игровой манеры изложения, доступной восприятию 
учащихся уже с 8-го класса. Это согласуется и с важнейшими в обу­
чении математике принципами от частного к общему и преемствен­
ности, а также с ролью упражнений как способа стимулирования и 
мотивации учебно-познавательной деятельности школьников [252].
Для достижения детской, шровой манеры обучения ДМ не­
обходимо разработать соответствующую профилю обучения струк­
туру тщательно подобранных задач на основе полной цепочки ис­
пользования компьютера.
Первыми в структуре задач должны быть задачи, с которых 
уже в 8-м классе начинается пропедевтика перевода реальной зада­
чи на математический язык. В качестве таких задач могут использо­
ваться нестандартные задачи, т.е. задачи, требующие применения 
в необычных ситуациях знакомых школьнику определений, теорем и 
формул. В частности, это могут бьггь задачи на свойства натураль­
ных чисел, параметры и пр. Важное значение в пропедевтике имеют
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занимательные и практические задачи, например, простые задачи на 
графы, метод перебора, принцип Дирихле, комбинаторные и игровые 
задачи, задачи логического характера и т.д.
§ 5. Анализ содержания учебных пособий по дискретной 
математике для вузов
Как уже отмечалось выше, основы ДМ, изучаемые на специаль­
ностях, связанных с приложениями математики, инженерно-техни­
ческих и некоторых других специальностях, окончательно сформи­
ровались на этапе становления кибернетики как науки об общих за­
кономерностях управления в технических системах и живой природе. 
Отличительной особенностью первых учебных пособий для этих 
специальностей {66,147, 312] является обширность их содержания и 
нацеленность на подготовку математиков и инженеров в области 
прикладной математики.
Концептуальной основой этих пособий стали элементы теории 
математических моделей (в терминологии А.И.Мальцева алгебраиче­
ских систем [169]) и элементы теории алгоритмов. И это не случай­
но, поскольку постепенная замена натурного экснериме!гга на мате­
матический стимулировала развитие теорий математических моделей 
и алгоритмов и использование в этих целях языка не только класси­
ческой, но и современной математики (т.е. языка алгебраических, 
порядковых, топологических структур и логических, алгоритмиче­
ских и комбинаторных схем). Например, в этих пособиях определя­
ются понятия группы, полугруппы, излагается алгебра высказыва­
ний, описываются свойства булевых функций и машины Тьюринга и 
т.д. Наряду с элементами языка современной математики представ­
лены элементы теории графов и формальных грамматик, необходи­
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мые для анализа и синтеза различных сетей (электрических, транс­
портных и т.п.), теории автоматов и разработки программною обес­
печения (например, понятия связных и взвешенных графов и их ос­
новные свойства).
Дальнейшее возрастание роли ДМ в совершенствовании СКМ 
и КТ повлекло за собой появление специализированных учебников по 
ДМ [3, 16, 197). С точки зрения содержания изданные в последние 
годы пособия и учебники [3,16,93,101,194,197, 243, 316] можно в 
определенной мере условно разделить на два типа: 1) пособия и 
учебники для обучения СКМ; 2) пособия и учебники для обучения 
КТ.
Учебники и пособия 1-го типа предназначены для изучения та­
ких важнейших на современном этапе узкоспециализированных дис­
циплин, как «Теоретическая информатика», «Методы и алгоритмы 
принятия решений», «Функциональное и логическое программиро­
вание», «Структуры и организация данных для компьютеров», «Сис­
темный анализ и моделирование», «Теория искусственною интел­
лекта» и т.п. [3]. В отличие от первых учебных пособий, наряду с эле­
ментами теории моделей и графов в концептуальную основу 
учебников и пособий для обучения СКМ положены булевы функции, 
исчисления высказываний и предикатов, комбинаторика и теория 
формальных языков.
Учебники и пособия 2-го типа предназначены для изучения 
дисциплин «Электронные вычислительные машины», «Автоматизи­
рованные системы управления», «Конструирование и производство 
электронно-вычислительной аппаратуры», «Системы автоматизиро­
ванного проектирования», «Робототехнические системы» и т.п. Они 
содержат, наряду с элементами теорий моделей, алгоритмов, графов, 
элементы теории автоматов. Отметим также, что в некоторые посо­
бия включены прикладная теория алгоритмов и характеризационный 
анализ.
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В результате дальнейшею развития матемагическою модели­
рования и (на этой основе) дискретной математики методы ДМ про­
никли в подавляющее большинство естественных, социально- 
экономических, гуманитарных и других наук, несвязанных с прило­
жениями математики. В настоящее время в преподавании ДМ на 
специальностях, очерченных рамками этих наук, «царит разнобой и 
разноюлосица». Вследствие этого в разных вузах выпускаются мето­
дические указания и разработки, нередко весьма неудачные.
Справедливости ради следует отметить, что в последнее время 
для студентов некоторых социально-экономических и гуманитарных 
специальностей начинают появляться учебные пособия по ДМ [133, 
189], в которых достаточно адаптированно излшакпея те или иные 
элементы ДМ, изучаемые на этих специальностях. Характерно, что 
общей частью концептуальных основ таких пособий становятся эле­
менты языка математических структур и схем, доминирующих в ДМ 
(множества и операции над ними; бинарные отношения, их основные 
виды и свойства; ajue6pa высказываний и логика предикатов, основ­
ные понятия теории графов и т.д.). Например, в учебном пособии 
Г.И.Москиновой «Дискретная математика Математика для менед­
жера в примерах и задачах» [189] для студентов, обучающихся по 
экономическим и управленческим специальностям и направлениям, 
содержатся основные понятия теории множеств, логики, теории гра­
фов с иллюстрациями и поясняющими примерами, адаптированными 
к потребностях менеджмента и управления.
К сожалению, эти пока немногочисленные пособия не могут 
изменить существенно состояние преподавания ДМ в вузах хотя бы 
по той простой причине, что перечень охваченных этими пособиями 
специальностей весьма невелик. Однако главной причиной является 
нарушение преемственности в преподавании математики между 
школой и вузом, выражающееся в том, что в действующих «функ­
ционально ориентированных» upoipaMMax для общеобразовательной
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школы и вследствие этого в школьных учебниках по алгебре не 
предусмотрено изучение начальных элементов ДМ.
Улучшить ситуацию с реализацией преемственности в обуче­
нии между школой и вузом может введение обучения ДМ для буду­
щих учителей математики и информатики. Первый шаг в этом на­
правлении был сделан В.Л.Матросовым и В.А.Стеценко [180]. На 
основе их учебною пособия в 2004 г. был разработан новый госсган- 
дарт по обучению ДМ студентов специальности «Информатика», что 
инициировало появление учебных пособий [89, 315], соответствую­
щих новому госстандарту.
§ 6. Различные направления обучения 
дискретной математике
В процессе становления ДМ как предмета возникли различные 
направления обучения ДМ, которые можно условно разделить на че­
тыре группы:
1) обучение математиков, программистов и инженеров, спе­
циализирующихся в области прикладной математики;
2) обучение на инженерно-технических специальностях (элек­
тротехнических, машиностроительных и т.д.);
3) обучение на экономических и управленческих специально­
стях;
4) обучение на гуманитарных (психология, филология и др.) 
специальностях.
Охарактеризуем кратко перечисленные направления.
Обучение математиков, программистов и инженеров, спе­
циализирующихся в области прикладной математики. В рамках 
этого направления предусмотрено овладение всеми основными ви­
дами математического моделирования и обучение умению реализо­
вывать все этапы построения полной цепочки использования компь­
ютера (реальная задача, перевод задачи на адекватный математиче-
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с кий язык, разработка математической модели решения задачи, раз­
работка алгоритма решения и соответствующей ему программы для 
ЭВМ, симуляция решения, анализ результатов), а также обязательное 
изучение всех доминирующих в ДМ алгебраических, порядковых 
структур и логических, алгоритмических, комбинаторных схем. Это 
необходимо для получения фундаментального математического об­
разования, обеспечивающего действенность математических знаний.
При подготовке математиков и математиков-прикладников ал­
гебраические, порядковые структуры и логические схемы выделяют­
ся в отдельные фундаментальные курсы современной ашебры и ма­
тематической логики. При этом обучение ДМ неразрывно связано с 
этими курсами и содержит, наряду с другим материалом, фундамен­
тальное изложение алгоритмических и комбинаторных схем. В связи 
с этим отметим, что «комбинаторика как традиционный раздел дис­
кретной математики для магемагиков-нрофаммисгов должен быть 
обновлен и дополнен комбинаторными алгоритмами, чтобы способ­
ствовать формированию культуры разработки анализа и профамм- 
ной реализации алгоритмов» [279, с. 73]. Кроме того, «ведущей иде­
ей при обучении дискретному анализу будущих математиков- 
нрофаммистов является взаимосвязь дискретной математики и тео­
рии алгоритмов, другими словами, изучение алгоритмов над объек­
тами дискретной математики» [279, с. 75].
В обучении предусматривается, что конкретное содержание 
базовой темы «Структуры и схемы ДМ» и выбор другого содержа­
ния ДМ определяются в соответствии со спецификой направления 
прикладной математики, СКМ или КТ, в рамках которого проис­
ходит обучение. В процессе изучения СКМ при прохождении базо­
вой темы необходимо обеспечить все необходимое для успешного 
изучения теории формальных языков, на основе которой происходит 
совершенствование СКМ. При обучении КТ изучение базовой темы 
должно обеспечить успешное освоение вычислительных алгоритмов,
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нечисленного программирования, комбинаторных алгоритмов, алго­
ритмизации процессов.
Изложение содержания ДМ должно быть весьма формали­
зованным, предусматривающим строгое теоретическое обоснование 
всего изучаемого с небольшим числом примеров и иллюстраций.
В результате обучения ДМ должны быть обеспечены це­
лостность обучения математике, овладение математическими идея­
ми, содержанием и методами прикладной математики.
Обучение на инженерно-технических специальностях Для 
специальностей этого направления в программу по «Основам дис­
кретной математики», как правило, включаются:
-  операции над множествами и их свойства (в том числе и пря­
мое произведение множеств);
-  бинарное отношение и его основные свойства;
-  отображение, обратное отображение и композиция отображе­
ний;
-  алгебраическая операция, алгебра и их примеры;
-  алгебра высказываний;
-  аналитическое представление булевых функций (совершен­
ные нормальные формы);
-  некоторые основные понятия логики предикатов и их свойст­
ва;
-  основные понятия и теоремы теории графов;
-  числовые характеристики графов;
-  некоторые прикладные задачи теории графов (анализ связно­
сти, эйлеровости, гамильтоновости, планарности графов, раскраска 
|рафов и т.п.);
-  некоторые понятия комбинаторики и их свойства.
Все основные понятия и факты должны быть доказаны и со­
провождены достаточным числом примеров и иллюстраций. 
Обучение ДМ на инженерно-технических специальностях по сло­
жившейся практике завершает обучение математике. В результате
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обучения ДМ должно быть обеспечено овладение теми видами мате­
матическою моделирования, которые присущи специальности.
Отметим, что «при формировании курса дискретной матема­
тики при подготовке инженера, математика-программиста и учите­
ля информатики следует соблюдать оптимальную пропорцию меж­
ду фундаментальностью и практичностью с включением как вероят­
ностных, так и невероятностных разделов, алшритмов над объектами 
дискретной математики» [280, с. 105].
Обучение на экономических и управленческих специально­
стях. В рамках данного направления изучаются следующие понятия 
и факты:
-  операции над множествами;
-  бинарное отношение и его основные свойства, операции с 
бинарными отношениями (для изучения баз данных);
-  отображения и их основные виды;
-  алгебра высказываний;
-  предикаты и кванторы (для анализа формулировок опреде­
лений, теорем и изучения баз данных);
-  основные виды и свойства графов и операции над графами, 
матрицы смежности и инциденций графа;
-  некоторые экстремальные задачи теории графов (нахожде­
ние минимальною остовою дерева, кратчайшею маршрута, задача 
коммивояжера и др.).
Перечисленные понятия и факты играют ключевую роль в 
обучении студентов методам формализованного описания или пред­
ставления процессов или систем (экономических, социологических 
и т.д.); качественному анализу сложных проблем (например, управ­
ленческих, социологических и т.д.), систематизации того, что из­
вестно по интересующей проблеме.
Изложение должно содержать минимум доказательств и мак­
симум примеров и иллюстраций, обеспечивающих понимание изу­
чаемою.
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Изучение элементов ДМ на экономических и управленческих 
специальностях выводит использование математики за рамки рутин­
ной статистики. В последние годы в концепции предусматривается 
изучение нечетких фафов, отношений и логических схем [1391, не“ 
обходимых для вероятностно-статистического моделирования.
Обучение на гуманитарных (психология, филология и др.) 
специальностях. Традиционный стиль преподавания математики на 
гуманитарных (психология, филология и др.) специальностях заклю­
чается в изложении отдельных результатов и «технических» приемов 
и примеров их применения, что не способствует созданию цельной 
картины современной математики. По образному выражению 
Н.Х.Розова, на этих специальностях содержание обучения математи­
ке «представляет собой не учитывающий никакой "гуманитарной 
специфики" куцый и формальный слепок с программы профессио­
нального математического образования» [241, с. 7].
На самом деле такую специфику отразить в обучении очень 
трудно, поскольку «говорить о сколько-нибудь общепринятой систе­
ме теоретических взглядов на моделирование, к сожалению, нет ос­
нований» [193, с. 81. Таким образом, с точки зрения опережающего 
практику обучения не надо пытаться обучать, как это часто происхо­
дит, всем труднообозримым «модельным» приложениям математики 
и информатики в гуманитарной области. При системном подходе го­
раздо более актуальна проблема развития адекватного профессии гу­
манитария творческого «модельного» мышления, основанного на 
объединенной мощи методов как «непрерывной» математики, так и 
ДМ.
В формировании «модельного» мышления решающую роль 
играют доминирующие в ДМ алгебраические, порядковые структуры 
и логические, алгоритмические и комбинаторные схемы. В данной 
концепции особенно актуально, что на основе изучения доминирую­
щих в ДМ структур и схем в мышлении обучаемых формируются 
когнитивные (познавательные) структуры и схемы, являющиеся их
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отражением. Поэтому изучение этих структур и схем способствует 
выработке умения структурировать и тем самым систематизировать 
информацию, что необходимо для качественного анализа сложных 
проблем.
Изучение доминирующих в ДМ структур и схем в рамках это­
го направления необходимо для преодоления информационного 
примитивизма в обучении математике и информатике, характеризуе­
мого усвоением в основном информационной компоненты знаний, в 
том числе увлечением готовыми программными «рецептами». Как 
справедливо отмечают А.А.Кузнецов, С.А.Бешенков и Е.А.Ракитина, 
«и сегодня вполне достаточно людей, на самых различных уровнях 
образовательной иерархии, которые искренне считают, что изучение 
офисных пакетов и есть суть информатики» [146, с. 4].
Кроме доминирующих в ДМ структур и схем, в содержании 
обучения должно быть предусмотрено адекватное изучение языка 
теории графов, играющего большую роль в систематизации боль­
ших массивов информации. Например, при изучении лингвистики 
некоторые понятия теории графов и соответствующие расчеты на 
компьютере позволяют систематизировать основную информацию 
об языке художественных произведений, принадлежащих тому или 
иному автору. Благодаря этому возможно выявление особенностей 
авторскою стиля художественных произведений.
Обучение ДМ должно быть нацелено на создание у обучаемых 
цельной картины современной математики и ее приложений как 
важной составляющей мировой культуры. На этом пути важно умело 
использовать дидактические принципы построения профильных кур­
сов (см. гл. 3, § 3). В частности, в обучении необходимо исходить из 
внутренней логики самой математики, и поэтому при формировании 
содержания профильного курса ДМ не надо действовать по принци­
пу «чего изволите» (при учете мнения выпускающей кафедры). Изу­
чение ДМ необходимо для превращения математики в «оружие для 
размышления».
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Для специальностей других направлений 110410108101 госстан­
дартом высшего профессионального образования (например, сфера 
обслуживания, транспортные средства и т.д.) предусмотрено изуче­
ние лишь некоторых отдельных понятий и фактов ДМ или вообще 
обучение ДМ не предусмотрено, поэтому не существует и соответст­
вующих направлений обучения ДМ.
В условиях реформирования образования актуальной для всех 
направлений является необходимость использования «жесткой» и 
«мягкой» моделей обучения [274]. «Жесткая» модель обучения осно­
вана на технологическом (классно-урочном), а «мягкая» -  на синер­
гетическом подходе в образовании. «Мягкая» модель обучения -  это 
мудрость мягкого управления учебным процессом через советы и ре­
комендации, учитывающие незапланированные малые изменения, 
флуктуации различных педагогических систем. «Поэтому в основе 
современных моделей обучения должен лежать принцип неопреде­
ленности ряда учебных параметров, зависимости принимаемых ре­
шений от реального состояния дел, а не только от планов» [274, 
с. 77].
§ 7. Особенности методики обучения дискретной 
математике в системе высшего профессионального 
образования
Охарактеризуем особенности существующей методики обуче­
ния ДМ, исходя из рассмотренных направлений обучения.
Особенности методики обучения математиков, програм­
мистов и инженеров, специализирующихся в области прикладной 
математики. В соответствии с направлением обучения главной ме­
тодологической целью обучения является формирование стиля 
мышления, обесиечивающет глубокое знание системы методов ма­
тематического моделирования, умений выбрать из этой системы и
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применить все необходимое для решения конкретной прикладной за­
дачи (или доказать, что задача неразрешима на данном языке), а 
также строить полную цепочку использования компьютера для ре­
шения этой задачи. Как уже отмечалось выше, студент должен нау­
читься быть одновременно и постановщиком задачи, и разработчи­
ком математического обеспечения ее решения, алгоритма решения, 
нр01раммы вычислений на компьютере, и отладчиком этой про­
граммы (т.е. он должен научиться владеть всем «производственным» 
циклом моделирования). Только в этом случае будущий специалист 
сможет стать полноценным консультантом по математике для спе­
циалистов других профессий, что в принципе является одной из 
главных задач всею обучения прикладной математике.
Ведущую роль в методике обучения играют принципы науч­
ности, генерализации знаний (выделения главного), систематично­
сти, обучения от общего к частному, единения непрерывного и дис­
кретного.
Ввиду обширности содержания существующей методики обу­
чения ДМ ограничимся изложением общепринятой методической 
схемы обучения основным теоретико-модельным понятиям ДМ: от­
ношение, алгебраическая операция, предикат, модель.
Сначала на основе вводных понятий ашебры множеств сразу 
дается определение декартова произведения множеств и лишь потом 
изучаются основные свойства бинарных отношений и приводятся 
примеры «классических» бинарных отношений. Далее дается опре­
деление л-арного отношения на множестве как подмножества соот­
ветствующей декартовой степени множества. На основе п-арного 
отношения определяется понятие л-арной алгебраической операции 
как соответствия, при котором каждому кортежу из л элементов 
множества ставится в соответствие по определенному правилу не­
который элемент этого же множества. На основе определения декар­
товой степени множества определяется предикат как некоторая спе­
циальная функция и изучаются некоторые свойства предикатов и их
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кванторных приставок. Понятия алгебраической операции и л-арно- 
го отношения позволяют определить понятие математической моде­
ли.
Описанная методическая схема обучения перечисленным ос­
новным понятиям ДМ содержится в учебных пособиях, предназна­
ченных в основном студентам с высоким уровнем исходной матема­
тической подготовки [66, 147, 197, 312]. В пособиях по ДМ [3, 101] 
подразумевается, что студенты ранее уже изучили эти понятия.
На базе теоретико-модельных понятий и в зависимости от спе­
цифики математического моделирования (в рамках обучения по спе­
циальности) определяется последовательность изучения других тем 
ДМ, конкретные методические приемы и способы их изложения.
Итак, можно констатировать, что существует достаточно раз­
работанная методика обучения ДМ математиков, программистов и 
инженеров, специализирующихся в области прикладной математики.
Особенности методики обучения на инженерно-техничес­
ких специальностях (электротехнических, машиностроитель­
ных и т.д.) Известные и доступные широкому кругу читателей 
учебники и учебные пособия рассчитаны, как правило, на подготовку 
математиков, специалистов в области СКМ и КТ и инженеров, спе­
циализирующихся в области прикладной математики. Выпускаемые 
в ряде вузов пособия, методические указания и разработки пока не 
могут изменить кардинально сложившуюся ситуацию в основном по 
объективно независящей от их авторов причине нарушения преемст­
венности в преподавании математики между школой и вузом. К тому 
же довольно распространенным недостатком этих изданий является 
лежащая в их основе только прагматическая точка зрения на 
подготовку с учетом специфики будущей специальности учащегося.
Действительно, «содержание общего курса математики не мо­
жет быть определено с чисто прагматической точки зрения, основан­
ной лишь на специфике будущей специальности учащегося, без уче­
та внухренней логики самой математики» [145, с. 88]. Тем не менее
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часто вместо должного обучения математике и, в частности, ДМ 
студентов обучают владению готовыми нр01раммными «рецептами» 
СКМ. В результате обучение математическому моделированию в 
большинстве случаев не выходит за рамки рутинной статистики. Ма­
тематический аппарат лишь «привносится» в специальные науки, а 
не проникает в них.
В настоящее время применяется следующий методический 
подход в изложении основных теоретико-модельных понятий ДМ 
[98,210,278,316].
Изучение бинарных отношений начинается с конкретных при­
меров декартовых произведений и бинарных отношений (в част­
ности, из школьной программы [210]). Далее изучаются основные 
свойства бинарных отношений, и лишь затем дается общее оп­
ределение бинарного отношения. Изучаются понятия отображения, 
функции и графа как важные частные виды бинарных отношений и 
затем их основные виды и свойства. Все ого иллюстрируется боль­
шим числом примеров из школьной программы и подкрепляется ре­
шением ряда практических задач.
Приводятся конкретные примеры тернарных отношений из 
школьной и вузовской программы и тем самым вырабатывается об­
щее представление о тернарных отношениях. Показывается, что ал­
гебраические операции, изученные в школе, являются частными 
случаями тернарных отношений. Даются примеры алгебраических 
операций из курса высшей математики и затем общее представление 
об отличительных признаках алгебраической операции (замкнутость 
на множестве, существование единственною результата выполнения 
операции).
Изучение понятия предиката начинается с основных понятий 
алгебры логики. При логическом анализе текстов происходит выяв­
ление логической роли союзов «или», «и», «если ..., то», частицы 
«не», наречия «равносильно». На этой основе естественным образом 
возникают понятия логических операций и приводятся таблицы
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истинности. Затем в соответствии с материалом, изученным в 
школьном курсе математики, приводятся примеры высказыватель- 
ных функций или предикатов одной и двух переменных и замкнутых 
формул логики предикатов с кванторами. Решаются задачи на запись 
в виде формул логики предикатов ряда формулировок определений 
и теорем из школьной и вузовской программы.
Как видно из особенностей методики изложения, некоторая 
преемственность обучения достигается за счет объяснения содер­
жательного смысла изучаемых понятий на основе примеров из 
школьной программы, решения ряда практических задач. Отсюда 
следует, что необходима предварительная пропедевтика изучения 
некоторых основных теоретико-модельных понятий на занятиях в 
школе (в том числе пропедевтика понятий графа, бинарного отноше­
ния, отображения, основные понятия алгебры высказываний и т.д).
Особенности методики обучения на экономических и 
управленческих специальностях. Разработка методики обучения 
ДМ для специальностей этою направления (для вузов) находится в 
начальной стадии. Подтверждением этому является хотя бы тот 
факт, что пока, по-видимому, имеется только одно (!) известное по­
собие [189] для студентов экономических и управленческих спе­
циальностей. Отметим, что некоторые элементы этой методики мож­
но встретить и в других работах [6,98,210,278,294,316,319].
Наряду с отсутствием элементов обучения ДМ в школе, дру­
гим серьезным препятствием в разработке методики является пре­
валирование принципа гуманитарной направленности обучения в 
ущерб друг им принципам. «Некоторые ученые-педагоги под гумани­
таризацией обучения понимают только усиление роли общественных 
наук в ущерб естественным и математическим наукам и призывают к 
пересмотру учебных программ и планов, к нарушению равновесия 
между этими двумя блоками дисциплин» [275, с. 223]. Именно по 
этой причине обучение ДМ на большинстве специальностей носит 
фрагментарный, праг матичный характер, поскольку при его осуще­
ствлении, как правило, не учитывается внутренняя логика самой ма­
тематики.
Еще одним серьезным препятствием в разработке методики 
является несовершенство или несогласованность учебных программ 
и планов. Так, в учебном пособии Г.И.Москиновой «Дискретная ма­
тематика. Математика для менеджера в примерах и упражнениях» 
[189] «закованноегь» изложения материала рамками учебных про­
грамм и планов вызвала некоторую фрагментарность и прагматизм 
содержания пособия. В книге нет даже упоминания полной цепочки 
использования компьютера и понятия алгоритма (не говоря уже об 
его важнейших свойствах и изучении понятия алгоритмически раз­
решимой задачи), что не обеспечивает усвоение внутренней логит  
математического моделирования. Другой значительный недостаток 
пособия связан с тем, что в методических приемах и методах изло­
жения не учтен опыт изложения в популярной литературе для 
школьников [13, 17, 43, 49, 74, 79, 104, 143, 234, 235, 268, 286, 287, 
291, 305]. Например, недостаточно проработано важнейшее понятие 
изоморфизма моделей, поскольку его изложение не подкреплено на­
глядными примерами изоморфных (равных) графов.
Особенности методики обучения на гуманитарных (,психо­
логия, филология и др.) специальностях. Как уже было выявлено, в 
обучении гуманитариев актуальна проблема развития творческою 
«модельного» мышления, основанного на объединенной мощи мето­
дов как «непрерывной» математики, так и ДМ. Поскольку в форми­
ровании «модельного» мышления решающую роль играют домини­
рующие в ДМ алгебраические, порядковые структуры и логические, 
алюритмические и комбинаторные схемы, содержание и методика 
изучения этих структур и схем определяют основные особенности 
методики обучения ДМ на гуманитарных специальностях.
Анализ ряда учебников для гуманитариев [98, 177, 278] пока­
зывает, что в содержание обучения математике и информатике вхо­
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дят следующие понятия языка доминирующих в ДМ структур и 
схем:
1) бинарное и п -арное отношения:
2) отношения эквивалентности и частичного порядка;
3 )группа и кольцо;
4) логическая операция;
5) предикат и квантор (для анализа текстов и знакомсгва с ба­
зами данных);
6) перестановки, размещения, сочетания, правило суммы и 
произведения;
7) алгоритм;
8) (конечный) автомат;
9) формализованный язык.
Данные понятия или подобные им определяют особенности це­
лей обучения ДМ гуманитариев, отбора содержания форм, методики 
и средств обучения. Главенствующими принципами методики обу­
чения 1ухманитариев являются принципы преемственности, поэтап­
ности изложения и развивающего обучения. Основой для реализации 
этих принципов служит максимальная мотивационная вовлечен­
ность ученика в работу с занимательным или практическим сюжет­
ным текстом на основе занимательных и практических задач [211].
§ 8* Проблема подготовки учебных пособий 
по дискретной математике
В действующих «функционально ориентированных» програм­
мах для общеобразовательной школы и, как следствие, в учебниках 
по алгебре и началам анализа не предусмотрено изучение начальных 
элементов ДМ.
Отсутствие элементов ДМ в программе обучения математике в 
школе влечет за собой нарушение преемственности в обучении ДМ.
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В свою очередь, нарушение преемственности в обучении ДМ пре­
пятствуем появлению широкою круга учебных пособий по ДМ для 
всего спектра специальностей.
Другим серьезным препятствием в появлении таких пособий, 
как уже отмечалось, является превалирование принципа гуманитар­
ной направленности обучения в ущерб другим принципам обучения 
(в том числе и в нршраммах обучения).
Кроме того, в преподавании ДМ, особенно па гуманитарных 
специальностях, не учитываются современные подходы в обучении 
математике 1275], в частности роль математических структур как ос­
новы стратегии отбора содержания непрерывногого обучения ДМ и 
психологические аспекты стратегии обучения ДМ. Например, необ­
ходимо учесть современные представления о системах хранения зна­
ний в памяти человека и средствах познания [299], возрастные воз­
можности школьников и студентов в изучении ДМ [225, 255] и в си­
лу этого особенности реализации принципов преемственности и по­
этапности в обучении ДМ.
Итак, анализ предмета и функций ДМ и состояния обучения 
ДМ в вузах позволяет сделать вывод о том, что проблема разработ­
ки учебных пособий по ДМ  для студентов той или иной специально­
сти, отвечающих всем необходимым требованиям, неразрешима на 
базе действующих программ и учебников для общеобразовательных 
средних школ. В частности, на базе этих программ и учебников нель­
зя реализовать преемственность в изложении: необходимую дина­
мику изменения «тактических» целей и динамику изменения содер­
жания, форм, методов и средств обучения ДМ. Именно по этой при­
чине счала злободневной проблема тщательною специализированно­
го отбора начальных элементов ДМ, которые необходимо изучать 
в школе.
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Следует отметить, что обсуждаемая проблема в значитель­
ной мере решена для математиков и инженеров, специализирующих­
ся в области прикладной математики благодаря известным пособиям 
[3,16,66, 101, 147, 1971.
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Глава 3. Стратегия непрерывного обучения дискретной 
математике в школе и вузе
При разработке основных элементов стратегии обучения ДМ 
будем исходить из современного социокультурного системного 
подхода (ССП) в образовании, особое значение которого в страте­
гии обучения математике в средней школе и педвузе исчерпывающе 
раскрыл В.А.Тестов [275]. Напомним, что основными элементами 
ССП являются три взаимосогласованные стратегии обучения: стра­
тегия отбора; стратегия поэтапного длительного обучения; стратегия 
обучения на социокультурном опыте.
§ 1* Математические структуры как основа стратегии 
отбора содержания непрерывного обучения 
дискретной математике
М агматические структуры и схемы являются основой страте­
гии отбора содержания обучения математике. Они играют фунда­
ментальную роль в формировании «ядра математического курса» 
обучения математике в техническом вузе [240]. Исходящий из этой 
роли математических структур и схем подход в обучении математи­
ке назвывается системно-структурным подходом. Он позволяет рас­
крыть характер соответствия между структурами реальных процес­
сов, операционными структурами мышления и структурами матема­
тики [275].
Дискретная математика как фундаментальная основа матема­
тического моделирования является тем «методологическим и мето­
дическим механизмом», который обеспечивает действенность обу­
чения моделированию и тем самым позволяет раскрыть конкрет­
ный характер этого важного соответствия для каждого профиля обу­
чения. Эти выводы и будут концептуальным ориентиром в нашем 
анализе.
Прежде чем определить концептуальную роль матемагичееких 
структур в стратегии отбора содержания непрерывного обучения 
ДМ, предварительно кратко охарактеризуем суть самого понятия ма­
тематической структуры.
Как отмечалось многими крупными учеными (Н.Бурбаки,
А.Н. Колмогоров, Л.Д.Кудрявцев и др.), математика -  зпго наука о 
специальных структурах, называемых математическими. Исходя из 
ССП «под математической структурой можно понимать совокуп­
ность устойчивых связей, обеспечивающих целостность математиче­
ского объекта (математической системы, математической модели. 
Эта совокупность устойчивых связей математического объекта мо­
жет быть задана различными способами (аксиоматически, конструк­
тивно, описательно, в виде наглядных образов)» [275, с. 25].
«Целью моделирования является выделение не отдельных свя­
зей, а целого их комплекса для данного объекта или явления, хотя 
второстепенные связи или составляющие элементы при моделирова­
нии чаще всего исключаются» [275, с. 27]. Стратегическую роль в 
умении выделять комплекс основных связей и исключать второсте­
пенные связи или составляющие элементы играют математические 
структуры и схемы. И это не случайно, поскольку, наряду с «анали­
тическими» методами решения задач, осповашшми на математиче­
ском анализе и его приложениях, возникли и бурно развиваются 
«численные» методы, основанные на структурах и схемах совре­
менной алгебры и математической логики.
Доминирующими в ДМ являются (в общенаучной терминологии 
[275]) алгебраические структуры и логические, алгоритмические, 
комбинаторные схемы (как средства, методы математического ис­
следования). В изучении языка перечисленных структур и схем 
ключевую роль играют следующие базовые понятия ДМ (называе­
мые далее структурно-схемными):
-  бинарное и я-арное отношения;
-  отношения эквивалентности и частичного порядка;
-  группа и кольцо;
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-  логическая операция;
-  предикат и квантор;
-  алгебраическая операция;
-  отображение, гомоморфизм и изоморфизм;
-  алгоритм;
-  конечный автомат;
-  формализованный язык;
-  проблема разрешимости;
-  эквивалентные и эффективные алгоритмы.
Конечно, можно спорить, что предложенный список струк­
турно-схемных понятий ДМ нельзя считать полным и что его сле­
дует уточнить, расширить и т.д. (в том числе и в зависимости от 
профиля обучения). Но здесь важно то, что понятия из этого или 
подобного ему списка являются своеобразными маяками при отборе 
содержания любого обучения ДМ (играющего концептуальную роль 
в прикладной направленности профильного обучения математике).
Обязательное включение в содержание любого обучения ДМ 
тех или иных элементов языка математических структур (особенно 
сгрукгурно-схемных понятий) обеспечивает своеобразный «стан­
дарт» профильного обучения, свидетельствующий о фундамен­
тальном, опережающем практику обучении ДМ, позволяющем ре­
ально научить выделять комплекс основных связей исследуемого 
объекта или явления.
Системно-структурный подход в стратегии отбора содержания 
обучения ДМ обеспечивает единство и целостность обучения мате­
матике, в котором занимают свое «крепежное» место базовые поня­
тия ДМ. В результате образуются естественные, устойчивые связи, 
свидетельствующие о целостности курса («объекта») математики.
Рассматриваемый подход в стратегии отбора содержания обу­
чения ДМ необходим также для составления н согласования учеб­
ных программ всех уровней, начиная со школьных, для дости­
жения прикладной направленности обучения математике. В ча­
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стности, понятия языка математических структур явят собой еди­
ную идейную и содержательную основу различных программ обу­
чения ДМ. Отсутствие системно-структурного подхода в обучении 
ДМ приводит к тому, что содержание преподавания ДМ даже на од­
ной и той же специальности в разных вузах значительно различает­
ся.
Наконец, системно-структурный подход в стратегии отбора 
содержания обучения ДМ оправдан с исторической точки зрения. 
Математическое моделирование стало основой формирования и ста­
новления ДМ как предмета. Поскольку в основе математического 
моделирования (в том числе и классификации его видов) лежит по­
нятие математической модели, изучение структурно-схемных поня­
тий, раскрывающих суть понятия модели, должно быть главным в 
сгратетии отбора содержания обучения ДМ.
Из вышеизложенного следует, что необходим поиск конкрет­
ных целей, дидактических принципов в формировании содержания 
обучения ДМ на основе структурно-схемных понятий для каждого 
профиля обучения.
Важная роль этих понятий в подготовке математиков и спе­
циалистов по СКМ и КТ отмечается в учебных изданиях [16,101]. В 
частности, доминирующим в обучении математиков и специалистов 
по СКМ и КТ является алгебраический подход, т.е. подход, основан­
ный на алгебраических структурах (в изучении СКМ -  на полуколь­
цах, в изучении КТ -  на группах и булевых алгебрах) [16]. Кроме 
того, важную роль в подготовке специалистов этого профиля игра­
ют структурно-схемные понятия математической логики, теории ал­
горитмов, комбинаторики и теории графов. Определяющая роль 
структурно-схемных понятий в обучении специалистов-математи- 
ков связана с возникновением математического эксперимента, зани­
мающего промежуточное место между классическим дедуктивным 
и классическим экспериментальным методами исследования [174]. 
Для реализации такого эксперимента во внутриматематических ис­
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следованиях в последние годы созданы многочислешгые пакеты 
прикладных программ.
Дискретная математика и в особенности язык доминирующих в 
ДМ математических структур и схем и есть с философско-мате­
матической точки зрения то главное, что должно быть положено в 
основу целостной концепции обеспечения прикладной направленно­
сти непрерывного профильного обучения математике в школе и ву­
зе. Изучение математических структур и схем, доминирующих в ДМ, 
обеспечивает фундаментальность обучения прикладным методам 
математики, в том числе опережающее практику обучение. Струк­
турно-схемный подход должен быть концептуальной основой меж­
предметных связей математики и информатики.
§ 2, Психологические основы стратегии 
обучения дискретной математике
Поскольку ДМ является математической основой моделирова­
ния с использованием компьютеров, для выявления психологических 
основ стратегии обучения ДМ вначале остановимся на психологиче­
ских истоках и основах моделирования с использованием компьюте­
ров.
В последнее время в психологии возникло понятие «профес­
сиональный образ» мира, формирование которого является одной из 
задач обучения специальности. Вообще процесс обучения может 
быть понят «как процесс формирования инвариантного образа мира, 
социально и когнитивно адекватного реальностям этого мира и спо­
собного служить ориентировочной основой для эффективной дея­
тельности в нем» [156, с. 272 -  273].
В гносеологическом и психологическом плане у истоков моде­
лирования стоит, по-видимому, аналогия, т.е. выявление сходства 
между объектами по некоторым признакам, свойствам. При анало­
ги
гии на основе найденного сходства объектов по некоторым призна­
кам и свойствам выдвитакггся предположения об их сходстве по дру­
гих признакам и свойствам. Наряду с аналогией психофизиологиче­
ским механизмом моделирования может бьггь образование и актуа­
лизация ассоциаций (т.е. связей между психическими явлениями, 
при которой актуализация (восприятие, представление) одного из 
них влечет за собой появление другого).
Генезис механизмов моделирования можно увидеть также в 
становлении и развитии символической функции в мышлении, отра­
жающей с помощью символов всеобщность (сущность) некоторых 
реальных предметов. «Символы ... служат основанием для создания 
человеком различных моделей предметов (эти модели могут иметь 
вещественную, графическую и словесную форму).... Модели -  это 
форма абстракции особого рода, в которой существенные отношения 
предметов выражены в наглядно воспринимаемых и представляемых 
связях и отношениях знаковых элементов. Это своеобразное единст­
во единичного и общего (т.е. чувственного и абстрактного), при ко­
тором на первый план выдвинуто общее, существенное» [76, с. 128 ].
Создание моделей как форм абстракций особого рода пред­
полагает наличие способности действовать «в уме» при решении 
творческих задач. Я.А. Пономарев вводит понятие психологического 
механизма решения творческих задач, представляющего собой сво­
его рода психологический инвариант содержания накопленного че­
ловеком опыта. Наличие этого механизма у человека генетически 
зафиксировано, а возможности его развития предопределены на­
следственностью. Однако механизм не развивается спонтанно: этот 
процесс связан с фактическим содержанием приобретаемого опы­
та, со способами получения того или иного содержания и ограничен 
возрастным пределом. «Психологический механизм решения твор­
ческих задач достаточно отчетливо представлен способностью дей­
ствовать в уме, хотя способность эта не охватывает его полностью: 
она представляет ту его часть, которая наиболее доступна изучению» 
[229, с. 287-288].
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Анализ Я.А.Пономаревым решения творческих задач испы­
туемыми с развитой способностью действовать «в уме» показал, что 
этапы развития не исчезают и у развитой способности; при образо­
вании новых этапов предшествующие преобразуются, но сохраняют 
свои отчетливые следы -  они трансформируются в структурные 
уровни организации способности. Важность анализа особенностей 
внутриструктурной организации познавательной способности обо­
снована Л.М.Веккером [31].
Я.А. Пономарев пишет: «При нетворческой задаче испытуемый 
с развитой способностью действовать "в уме” реализует уже готовые 
логические программы, готовые знания, при этом высший структур­
ный уровень его способности однозначно подчиняет себе функцио­
нирование всех нижележащих, так что это функционирование ока­
зывается незаметным. Однако при творческой задаче (той, которая 
не может быть решена при опоре лишь на наличные знания) картина 
резко меняется: провал избранной логической программы отбрасы­
вает решающего па иижиие структурные уровни организации спо­
собности, и дальнейший ход решения оказывается постепенным 
подъемом по этим уровням, представляющим собой преобразован­
ные, трансформированные этапы развития. Решающий как бы караб­
кается по ним. Они же при успешном решении задачи выступают как 
функциональные ступени развивающих (творческих) взаимодейст­
вий» [229, с. 271-272].
Итак, обратим особое внимание на выявленный Я.А.Поно­
маревым психологический механизм решения творческих задач, яв­
ляющийся своеобразным психологическим инвариантом содержа­
ния накопленного человеком опыта, В основе функционирования 
этого механизма лежат различные структурные уровни организации 
способности действовать в «уме» и готовые логические программы 
правильных рассуждений.
Структурные уровни организации способности действовать в 
«уме» и готовые логические программы рассуждений в современной 
психологии называются когпитивпыми структурами или схемами
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Как уже отмечалось, когнитивные структуры или схемы форми­
руются на основе изучения математических структур и схем (см. 
ГЛ. 2, §2).
В.А.Тестов прослеживает аналогию когнитивных структур 
(схем) с таким понятием искусственного интеллекта, как рамка. 
«Адекватное распознавание и описание ситуаций реальных сцен не­
возможно на основе одних только полученных в данный момент 
входных сигналов. Для каждой новой ситуации у человека, как и у 
ЭВМ, должна быть рамка или иерархия рамок, предвосхищающих 
основные моменты того, что должно появиться» [275, с. 59], Дейст­
вительно, каждый учитель знает, что «подготовленный ученик в 
буквальном смысле видит материал иначе -  более глубоко и адек­
ватно, чем плохо подготовленный. Эго присходит по причине того, 
что имеющиеся у подготовленных учеников обобщенные схемы "на­
кладываются" на воспринимаемый материал, позволяют им осуще­
ствлять значительно более глубокий и широкий анализ, что и при­
водит к закономерно лучшему пониманию и сохранению в памяти 
нового материала» [275, с. 59]. Формирование хорошо организо­
ванных и упорядоченных когнитивных структур должно быть при­
знано самой главной задачей школьного обучения [303, с. 24].
В процессе обучения когнитивные структуры и схемы пре­
терпевают изменения. В зависимости от характера этих изменений 
Д.Норманом были выделены различные формы научения [198]:
- наращивание структур -  добавление нового знания к уже 
существующим схемам памяти;
- создание структур -  образование новых понятийных струк­
тур, новое, качественное обновление системы знаний. Существую­
щие схемы становятся недостаточными; должны быть созданы но­
вые. По мнению Д.Нормана, это самый важный способ научения;
- настройка структур -  топкое приспособление знания к за­
даче. Нужные схемы уже существуют, и в них заключено нужное 
знание. Но для данной цели они непригодны потому, что они слиш­
ком общие или плохо приспособлены для данного конкретного ис­
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пользования. Поэтому знание нужно «настраивать», постоянно при­
спосабливать к задаче. «Настройка -  это, вероятно, самый мед­
ленный способ научения, но это то, что превращает простое знание 
предмета в совершенное владение им» [198, с. 105].
К этим формам научения следует добавить еще одну, факти­
чески рассмотренную Л.Б.Ителъсоном [107], -  перестройку струк­
тур. Эта форма научения состоит из преобразований структур трех 
типов:
1) переход на новую, более высокую ступень организации, ко­
гда сформированная ранее структура становится подструктурой 
новой более широкой структуры;
2) изменение принципа организации структуры, когда коор­
динация (сочетание) частей внутри структуры заменяется их су- 
бординшхией (подчинением) или обратно;
3) перецентровка структуры, т.е. выдвижение в качестве су- 
щественнных тех элементов, которые были второстепенными, и об­
ратно.
Мы, как и ВА.Тесгов, будем различать алгебраические, по­
рядковые и топологические когнитивные структуры, а также логи­
ческие, алгоритмические, комбинаторные, образно-геометрические 
когнитивные схемы [275]. На основе современных представлений о 
когнитивных структурах и схемах математические когнитивные 
структуры В .АЛГестовым поделены на два основных типа (при всей 
условности такого разделения). К первому типу относятся алгебраи­
ческие, порядковые и топологические когнитивные структуры, вы­
ступающие как прототипы, упрощенные модели математических 
объектов, прежде всего как комплексы, средства хранения матема­
тических знаний (тип структур, образованных по «горизонталь­
ному принципу»). Ко второму относятся логические, алгоритмиче­
ские, комбинаторные, образно-геометрические когнитивные схемы, 
выступающие в первую очередь как средства, методы математи­
ческого познания. Этот тип структур складывается на основе связей,
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которые являются общими для совершенно различных объектов, по­
этому они образуются но «вертикальному» принципу.
Два типа когнитивных структур, формирующихся по «гори­
зонтальному» и «вертикальному» принципу, выделяет и М.А.Хо- 
лодная [299, с. 93]. Когнитивными структурами второго типа явля­
ются «понятийные психические структуры», занимавшие централь­
ное место в исследованиях Л. С. Выготского.
Фундаментальная роль алгебраических, порядковых и топо­
логических когнитивных структур в мышлении человека обосно­
вана Ж.Пиаже. Он фактически исследовал путь обретения челове­
ком знаний о мире, основанный на «универсальной логической не­
обходимости» -  математике [26, с. 10]. Л. С.Выготский исследовал 
принципиально другой путь обретения знаний «посредством объяс­
нительной реконструкции соответствующих обстоятельств» на ос­
нове когнитивных схем как средств, методов познания. Отсюда сле­
дует, что для обучения полноценному моделированию процессов и 
явлений необходим синтез этих двух путей обретения знания. По­
этому такой синтез можно признать стратегически важным источ­
ником развития «моделирующего» и, следовательно, «дискретного» 
мышления.
Идеи формирования и развития когнитивных структур и схем 
получили воплощение в двух системах развивающего обучения 
ЛЛЗ.Занкова, В.В .Давыдова. «При всем различии многих методиче­
ских аспектов этих систем их исходные теоретические основы не 
противоречат друг другу и в равной мере отвечают общим универ­
сальным законам формирования и развития структур» [275, с. 77].
Рассмотрим возрастные особенности формирования математи­
ческих когнитивных структур, открытые Ж.Пиаже [225].
С рождения до 2 лет наблюдается стадия сенсорно-моторного 
мышления, которое характеризуется варьированием действий, на­
правленных на объект.
С 2 до 6 -  7 лет происходит развитие наглядного мышления 
(дооперационный период). Главное на этой стадии -  усвоение вер­
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бальных знаков родного языка и переход к простейшим мыслитель­
ным действиям, когда ребенок научается обозначать явления внеш­
него мира с помощью символов. На этой стадии отсутствует такое 
свойство мыслительных операций, как обратимость, т.е. понимание 
того, что можно произвести обратное действие. Оно является отра­
жением свойств такой алгебраической структуры, как группа. В 
мышлении впервые появляются причинные связи в логике очевид­
ных наглядных впечатлений.
«С 7 -  8 до 11 -  12 лет формируются конкретные операции», 
т.е. операции, которые ребенок может выполнять только с элемен­
тами множеств «предметов» (бусинок, кубиков и т.п.) в конкретной 
предметной ситуации [226, с. 179]. На этой стадии умственные дей­
ствия ребенка приобретают свойство обратимости и у него возника­
ют внутренние когнитивные структуры, с помощью которых осуще­
ствляются операции.
С 11 -  12 до 14 -  15 лет наблюдается стадия формальных опе­
раций, выполняемых без необходимой связи с действительностью. 
На их основе фомируются умение проводить гилотетико-дедук­
тивные рассуждения, исследовательская познавательская позиция, 
способность проверять ход как собственной, так и чужой мысли. 
Происходит синтез структур, соответствующих обращению и взаим­
ности.
Согласно Ж.Пиаже, базовое интеллектуальное развитие, в ча­
стности, математическое, заканчивается к 15 годам. К этому времени 
все специфические когнитивные структуры, являющиеся отражением 
объективно существующих математических структур, в сознании 
ребенка уже сформированы.
С 16 до 25 лет согласно экспериментальным исследованиям 
Б.Г.Ананьева, Е.И.Степановой [5] и ИЛ. Каплуновича [111] форми­
руется система влияний высших уровней познавательного отраже­
ния на низшие и низших на высшие, т.е. система когнитивных син­
тезов «сверху» и «снизу» на основе разнообразных связей и от­
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ношений между уже сформировавшимися к 16 годам специфически­
ми когнитивными структурами и схемами.
Рассмотрим другие психологические основы обучения ДМ 
Сформированное^ специфических когнитивных структур, склады­
вающихся в процессе обучения математике, «не является единст­
венным показателем интеллектуальной зрелости» взрослого чело­
века [299, с. 46]. Поэтому следует дополнительно учесть некоторые 
психологические аспекты обучения ДМ на социокультурном опыте, 
в частности, некоторые критерии развития интеллекта [299]. Эти 
критерии свидетельствуют о необходимости обучения ДМ с целью 
установления связи обучения математики со всеми сторонами куль­
туры социума
М.А.Холодная при описании феноменологического критерия 
отмечает «никчемность "мергового груза" неорганизованных зна­
ний» [299, с. 41]. Действительно, только на основе системно­
структурного подхода в обучении математике и формируются в 
мышлении обучаемого когнитивные специфические структуры, «от­
вечающие» за правильную организацию хранения и использова­
ния всей базы запоминаемых знаний. «Ибо умен не тот, кто знает, 
а тот, у кого сформированы механизмы приобретения, организации 
и применения знаний» [299, с. 41] (т.е. когнитивные структуры и 
схемы). В связи с эпгим интересно отметить, что понятия «база зна­
ний» и «база данных» являются одними из главных в СКМ. Поэтому 
обучение ДМ выступает необходимым условием уяснения точного 
смысла этих понятий, весьма важных в обучении, например, буду­
щих специалистов-психологов.
Итак, полноценное обучение ДМ (и на этой основе матема­
тическому моделированию) возможно только в рамках современ­
ного системно-структурного подхода в преподавании математики 
на основе формирования и развития математических когнитивных 
структур и схем. «Отсутствие такого системного подхода и явилось 
главной причиной того, что реформа (математического образования 
(1960 -  70-х гг. -  Е.П.) не достигла желаемых результатов» [275,
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с. 47]. Существенным недостатком реформы образования явилось и 
то, что большинство ученых-модернизаторов, опираясь на отдель­
ные результаты выдающегося французского психолога Ж.Пиаже, 
ограничились попытками внедрения в школьную математику только 
алгебраических, порядковых и топологических структур и не удели­
ли должного внимания комбинаторным, алгоритмическим, образно­
геометрическим схемам, играющим особую роль в исследователь­
ской активности, в образовании новых понятийных структур.
Заметим, что важную роль в изучении этих структур и схем 
играют также возрастные особенности формирования и развития ма­
тематических когнитивных структур и другие факторы, что обосно­
вано ниже (см. гл. 3, § 4).
Д. Гранин высказал глубокую мысль о том, что образование -  
это то, что останется после тот, как все выученное забудется. Нели 
это так, то тем сильнее высвечивается важная роль тех психических 
новообразований -  математических когнитивных структур и схем, 
которые формируются в процессе обучения ДМ и «остаются» в 
мышлении студента после изучения ДМ как дисциплины, являю­
щейся венцом его математического образования.
§ 3. Дидактические принципы построения 
профильных курсов обучения дискретной математике
При выявлении принципов построения профильных курсов 
обучения ДМ будем исходить из того, что с точки зрения ССП су­
ществует две главные цели обучения ДМ: нацеленность на обучение 
школьников и студентов математическому моделированию и ис­
пользование развивающею гуманитарного потенциала ДМ.
Вопрос о принципах обучения является наиболее спорной ча­
стью дидактики, что в значительной мере проистекает из различных 
трактовок самого термина «принцип». В отечественной дидактике 
наиболее всесторонне принципы обучения рассматривались в рабо­
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тах Ю.К.Бабанского М.Н.Скаткина, С.И.Архангельского, в зарубеж­
ной -  в работах Дж. Брунера, В.Оконя и др. В систему классических 
принципов, признаваемых большинством ученых, включены прин­
ципы: развивающего обучения, научности и доступности, система­
тичности и последовательности, связи обучения с жизнью. Принцип 
научности в значительной мере определяет систематичность, после­
довательность и на этой основе доступность обучения.
При обучении математике, весьма растянутом по времени, 
необходимо соблюдать еще несколько принципов, не входящих в 
список дидактических принципов, выделенных В.А.Оганесяном 
[201]. В свете современного социокультурного подхода в обучении 
математике необходимыми условиями реализации научности, дос­
тупности, систематичности и последовательности обучения являют­
ся принципы генерализации знаний или выделение стержней курса; 
использования внутрипредметных связей, построение программы 
«по спирали» [275, с. 94]. Последний принцип разбивается на две 
взаимосвязшшые части: преемственности и многоступенчатости 
обучения.
Рассмотрим роль и специфику реализации принципов разви­
вающего обучения, научности, генерализации знаний, использования 
внутрипредметных связей,построения программы «по спирали», иг­
рающих определяющую роль в построении профильных курсов ДМ 
[201].
Принципы развивающего обучения. Для построения про­
фильных курсов важное значение имеет соответствие исходных тео­
ретических основ развивающего обучения общим универсальным 
законам формирования и развития когнитивных структур. При 
всем различии многих методических аспектов двух систем разви­
вающего обучения «психолого-педагогические принципы разви­
вающего обучения основаны на законах развития (когнитивных. -  
Е.П.) структур и являются составной частью социокультурного сис­
темного подхода» [275, с. 78]. Чтобы обучение было развивающим, 
необходимо его осуществлять с учетом закона дифференциации
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структур -  закона развития от общего к частному и закона инте­
грации структур -  закона развития от простого к сложному.
Принципы развивающего обучения согласуются с целями как 
средней, так и высшей школы, поэтому их вполне можно применять 
и в школьном, и в вузовском преподавании. Естественно, на нервом 
этапе обучения ДМ в школе должна преобладать постепенная инте­
грация структур -  развитие от простого к сложному. При этом необ­
ходима максимальная мотивационная вовлеченность ученика в рабо­
ту с занимательным или практическим сюжетным текстом на осно­
ве занимательных и практических задач.
В основе обеих систем развивающего обучения лежат идеи 
Л.Выготского о пути обретения знаний посредством объяснительной 
реконструкции соответствующих обстоятельств. Для такой реконст­
рукции обстоятельств «жизни» и необходимы задачи с заниматель­
ным или практическим сюжетным текстом. При правильном подборе 
таких задач (в частности, на графы) можно уже с 8-го класса демон­
стрировать первые серьезные образцы математического моделиро­
вания. Эти образцы моделирования дадут возможность школьнику 
научиться правильно ориентироваться в окружающей действи­
тельности и «ум в порядок привести».
Принципы развивающего обучения ДМ обеспечивают дости­
жение главных целей обучения ДМ: направленности на обучение 
школьников и студентов математическому моделированию и ис­
пользования развивающего гуманитарного потенциала ДМ (путем 
реконструкции обстоятельств «жизни»).
В обучении ДМ на математических факультетах университе­
тов и пединститутов должна преобладать дифференциация струк­
тур -  развитие от общего к частному. На самом деле при построе­
нии профильного курса по специальности должен быть найден точ­
ный баланс в использовании законов дифференциации и интегра­
ции структур.
Итак, в соответствии с принципами развивающего обучения 
построение профильного курса ДМ должно осуществляться на осно­
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ве законов дифференциации и интеграции структур с применением 
различных видов задач с сюжетным текстом, ориентированных на 
обучение построению полной цепочки использования компьютера.
Принцип научности. Поскольку структурно-схемные поня­
тия необходимы для обучения построению полной цепочки исполь­
зования компьютера, первым условием соблюдения притщпа науч­
ности является формирование конкретного содержания профильно­
го курса ДМ на основе структурно-схемных понятий. Тем не менее 
этого недостаточно для соблюдения указанного принципа. Поэтому 
выделим другие условия соблюдения принципа научности примени­
тельно к моделированию:
1) «нельзя обучить приложениям математики, не научив самой 
математике». «Обучение математическому моделированию должно 
входить как часть в специальное образование, а не проводиться за 
счет общего математического образования. Изучение математики 
нельзя подменять обучением составлению математических моделей» 
[145, с. 134 ]. Поэтому, естественно, обучение ДМ должно завершать 
изучение курса математики. Построение профильного курса ДМ в 
школе должно базироваться на существующем (пусть пока функ­
ционально ориентированном) школьном курсе математики. Естест­
венно, профильный курс ДМ в вузе должен разрабатываться на базе 
общего курса высшей математики, предусмотренного по данной 
специальности;
2) «математика едина» [145]. Данный тезис нацеливает на та­
кое построение профильного курса ДМ, при котором будет обеспе­
чено гармоничное обучение всей системе методов математическо­
го моделирования, основанных как на классической («непрерыв­
ной»), так и дискретной математике. В результате этого будут созда­
ны необходимые предпосылки для полноценного обучения модели­
рованию, присущего той или иной специальности. К сожалению, как 
уже отмечалось, в действующих функционально-ориентированных 
программах для общеобразовательной школы и как следствие этого
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в учебниках по алгебре и началам анализа не предусмотрено изуче­
ние элементов ДМ;
3) «содержание общего курса математики не может быть оп­
ределено с чисто прагматической точки зрения, основанной лишь на 
специфике будущей специальности учащегося, без учета внутрен­
ней логики самой математики» [145, с. 88]. Образно говоря, при по­
строении профильного курса не надо действовать по принципу «чего 
изволите», в частности, при обсуждении мнения выпускающей ка­
федры.
Учет внутренней логики самой математики (наряду с систем­
но-структурным подходом в образовании) также свидетельствует о 
необходимости включения в основы профильного курса ДМ ба­
зовых струкгурно-схемных понятий ДМ. Бесспорно, что в обще- 
научной основе математики наряду с другими важнейшую роль иг­
рают следующие структурно-схемные понятия: бинарное и и-арпое 
отношения; отношение эквивалентности и частичного порядка; 
группа и кольцо; логическая операция; предикат и квантор; ал­
гебраическая операция; отображение, гомоморфизм и изоморфизм. 
Эти понятия обеспечивают единство и целостность обучения мате­
матике (в результате чего математика предстает «единой»). Так, 
например, понятия логической операции, предиката и квантора яв­
ляются основой строгих, точных математических формулировок, 
рассуждений во всех областях математики. Понятие отображения и 
классификакация их видов при обучении ДМ обеспечивают выра­
ботку общенаучной культуры использования различных отображе­
ний, в том числе и функций, как в самой математике, так и в мате­
матическом моделировании. 11о этим причинам нельзя обойтись как 
без перечисленных, так и других структурно-схемных понятий при 
построении любого профильного курса ДМ.
Таким образом, при обучении ДМ важно учитывать взаимо­
связь фундаментальных и профессиональных начал в подготовке 
специалиста по любой специальности. При этом в качестве ориен­
тира целесообразно использовать следующую четырехуровневую
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классификацию профессиональных задач для обучения курсу мате­
матики в техническом вузе [240]:
1) профессиональнально аналогичный класс задач и формули­
ровок;
2) учебные профессиональные задачи с элементами мате­
матического моделирования;
3) учебно-исследовательские профессиональнальные задачи;
4) научно-исследовательские профессиональнальные задачи.
Принцип генерализации знаний. Этот принцип не был выде­
лен В.А.Оганесяном [201] в качестве основного, но под разными на­
званиями он упоминается во многих других педагогических иссле­
дованиях. Принцип генерализации знаний «означает, что начинать 
построение курса надо с истоков, с выделепия основных структур и 
понятий и организовывать материал обучения в порядке логического 
развертывания этих структур и понятий по мере их конкретизаций в 
систему математических знаний» [275, с. 98]. Например, при изуче­
нии алгебраических структур в 8 -  11-х классах в качестве таких ис­
токов следует взять понятия кольца остатков (от деления на 4) и пя­
тиэлементного поля, рассмотреть таблицы Кэли операций и свойства 
этих алгебр. Затем перейти к изучению свойств операций и вычисле­
ниям значений и тождественным преобразованиям выражений в этих 
алгебрах. На основе этого и будет осуществлен выход из того со­
стояния обучения, когда «над учителем и школьником довлеют ре­
комендации работать с установившимся инструктивным материа­
лом» [140, с. 13]. В частности, довлеют свойства действий и степе­
ней, тождественные преобразования привычных алгебраических вы­
ражений.
Очевидно, в порядке логического развертывания математиче­
ских структур следует учесть понятия частично упорядоченного 
множества и решетки, тем более что понятие решетки является од­
новременно ярким примером бинарного отношения и алгебры, по­
зволяющим наглядно представить таблицы Кэли алгебраических 
операций (пересечения и объединения элементов).
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Принцип использования внутрипредметных связей. Бесспор­
но, что при обучении ДМ как фундаментальной основы математиче­
ского моделирования необходимо предусмотреть прикладные задачи, 
являющиеся яркими образцами математического моделирования в 
самых разных дисциплинах. В процессе решения этих задач должны 
быть показаны примеры удачного совместного использования язы­
ков и законов математики и других предметов. Благодаря таким 
примерам осуществится взаимопроникновение интеграции и диффе­
ренциации в науке, что является объективным критерием реализа­
ции межпредметных связей в процессе обучения.
В качестве прикладных задач можно предусмотреть, напри­
мер, задачи на анализ и синтез релейно-контактных схем, на при­
ложения графов (задачи о кенигсбергских мостах, коммивояжера, о 
составлении расписаний) [315, 282]. Очень важно, чтобы по резуль­
татам решения задач были составлены алгоритмы и программы, де­
монстрирующие преимущества использования методов ДМ в са­
мых разных областях знания.
Принцип построения программы «по спирали». Данный 
принцип «разбивается на две взаимосвязанные части: преемственно­
сти и многоступенчатости обучения» [275, с. 95], которые подробно 
рассматриваются в следующих двух параграфах.
Анализ дидактических принципов свидетельствует о важности 
введения профильного обучения ДМ (см. гл. 2, § 4).
§ 4, Стратегии преемственности в обучении 
дискретной математике между школой и вузом
В дидактике преемственность обучения обычно трактуется 
как принцип, требующий формирования знаний, умений, навыков 
в определенном порядке с тем, чтобы каждый элемент учебного 
материала логически связывался с другими: последующее опиралось
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на предыдущее и готовило, в свою очередь, к усвоению новою. Про­
блема преемственности исследовалась многими учеными. Напри­
мер, преемственности между школой и вузом посвящены работы 
Г.П. Мещерякова, Ю.В. Сидорова, Б.П. Эрдниева, Г.Г.Хамова и др. 
Решением проблем профильной и уровневой дифференциации зани­
мались Н.Г.Болтянский, R.A. Гусев, Ю.М. Колягин, И.М.Смирнова, 
Г.Л. Луканкин, М.В. Ткачева, Р.А. Утеева, В.В. Фирсов и др. Во­
просы повторения, пропедевтики и «переучивания» рассматривали 
К.И. Нет ков и др. Исследованию теоретических оснований преемст­
венности посвящена монография Г.А.Клековкина [117], в которой 
имеется обзор работ, так или иначе связанных с проблемой преем­
ственности обучения. По его мнению, осмысление новых подходов 
к обучению (в частности, различных концепций развивающего 
обучения) и назревшие проблемы практической перестройки тра­
диционной системы образования требуют новых трактовок и са­
мого принципа преемственности. Современные представления о 
целостности развития человеческой личности и основных положе­
ний о соотношении обучения и развития в рамках социокультурного 
системного подхода позволяют рассматривать категорию «преемст­
венность» в более широком, философском смысле как объективную 
и необходимую связь этапов развития, когда новое, меняя старое, 
сохраняет в себе его определенные качественные элементы. По­
этому вначале объектами исследования категории «преемствен­
ность» становятся специфические проявления преемственности в 
процессах физиологического, психического, личностного и дея­
тельностного развития ребенка. Не менее важно систематизировать 
знания о возрастных возможностях ребенка, в том числе и в обуче­
нии ДМ (см. гл. 3, § 2).
Анализ различных трактовок понятия развития позволил 
Г.А.Клековкину сделать вывод о том, что преемственность -  зако­
номерность развития, а принцип преемственности -  педагогическое 
требование, основанное на этой закономерности. Г.А.Клековкин 
отмечает, что новая трактовка принципа преемствеппости дает воз-
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можноеть по-новому взглянуть на другие принципы дидактики: пре­
емственности (в его традиционном понимании); систематичности и 
последовательности; доступности, учета возрастных и индивидуаль­
ных особенностей учащихся. При этом любой из названных прин­
ципов можно рассматривать как конкретный критерий принципа пре­
емственности. Ввиду фундаментального исходного значения прин­
ципа преемственности он «обеспечивает соблюдение принципов на­
учности, систематичности, последовательности и доступности» [275, 
с. 132].
Новое трактование принципа преемственности, данное Г.А.Кле- 
ковкиным, подтверждается выводом о том, что более широкое пони­
мание преемственности обучения требует рассмотрения: динамит 
изменения взаимосвязей всех основных компонентов методической 
системы (целей, содержания, форм, методов, средств); логической 
связи теоретического и практического материала; упорядоченности в 
изучении различных учебных предметов; оправданности межпред­
метных связей [244]. Таким образом, «принцип преемственности де­
терминирует генеральную "скелетную" линию проектирования и 
реализации процесса обучения» [117, с. 7].
Итак, для осуществления преемственности обучения ДМ страте­
гически важно сначала учесть главное в проектировании и реализа­
ции процесса обучения, а затем выявить динамику изменения взаимо­
связей всех основных компонентов методической системы обучения.
Важную роль в проектировании и реализации процесса обуче­
ния ДМ и, следовательно, в стратегии преемственности траю т сле­
дующие факторы.
Возрастные особенности формирования и развития матема­
тических когнитивных структур (структурный фактор). Выше бы­
ли выделены четыре различные формы преобразования структур: 
наращивание структур, настройка структур, создание и перестрой­
ка структур (см. гл. 3, § 2). «Сущность принципа преемственности
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состоит в том, что его реализация позволяет свести к минимуму 
в количественном отношении создание новых структур, что требует 
больших усилий как от учащихся, так и от преподавателей, и 
обеспечить преимущественность более легких процессов наращива­
ния, настройки и перестройки структур» [275, с. 134]. Важные осо­
бенности такой реализации детально проанализированы ниже 
(см. гл. 3, § 5).
Как известно, особое значение в осуществлении преемственно­
сти обучения занимает переход из одного звена (этапа) обучения 
в другой, когда происходит скачок в процессе обучения и развития 
человека. Поэтому ключевую роль в анализе других факторов пре­
емственности играют этапы обучения ДМ, выделяемые на основе 
структурного фактора. Они подробно рассмотрены далее (см. гл. 3,
Внутрипредметные и межпредметные связи математики 
(межпредметный фактор). Поскольку в проектировании процесса 
обучения ДМ важную роль играет принцип использования внутри­
предметных связей, внутрипредметные связи математики необходи­
мо учитывать при согласовании программы профильного обучения 
ДМ с программами других математических дисциплин (например, 
с программой изучения математической статистики), а также с про­
граммами смежных дисциплин из других областей знания. Следова­
тельно, межпредметный фактор весьма важен в выявлении динами­
ки изменения взаимосвязей компонентов профильного обучения 
ДМ. Поэтому для осуществления преемственности обучения необ­
ходимо:
1) формулировать цели профильного обучения ДМ на следую­
щем этапе с учетом уже изученного на предыдущем этапе;
2) в зависимости от этих целей на каждом этапе форми­
ровать конкретное содержание, искать формы, методы, средства 
обучения.
Естественно, при выборе целей обучения, конкретного содер­
жания, форм, методов и средств обучения на этапах предобучения и
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базового интеллектуального развития следует исходить из целей 
обучения ДМ на заключительном этапе (этапе профессиональной 
подготовки). Основной целью обучения на заключительном этапе 
является выработка целостного представления о специфической 
методологии математического моделирования в избранной специ­
альности. Для этого необходимо адекватное изучение языка матема­
тического моделирования, лежащего в основе этой методологии. 
Поэтому при профильном обучении ДМ очень важно осуществить 
профильную преемственность в изучении языка математического 
моделирования на всех этапах обучения. Для этого необходим учет 
всех межпредметных связей, позволяющих обеспечить «преемствен­
ный» выбор всех предварительно изучаемых структурно-схемных 
понятий (доминирующих в ДМ), и «профильный» уровень строго­
сти и методов их изучения. Это и есть дополнительный межпред­
метный резерв в сведении к минимуму в количественном отноше­
нии» создания новых когнитивных структур.
Итак, использование межпредметного фактора при проектиро­
вании процесса обучения обеспечивает соблюдение принципов на­
учности, систематичности, последовательности и доступности обу­
чения. При этом можно (в определенной мере условно) полагать, 
что научность и систематичность обучения обеспечиваются за счет 
математического эквивалента внутри- и межпредметных связей, а 
последовательность и доступность -  за счет преемственного выбора 
изучаемых структурно-схемных понятий и «профильного» уровня 
строгости и методов их изучения (в частности, «погружения» обу­
чаемых в систему привычных представлений).
Проиллюстрируем этот вывод достаточно характерным при­
мером использования межпредметного фактора при обучении ДМ 
студентов-гуманитариев. Бесспорно, понятие бинарного отношения, 
необходимое для изучения понятия модели, должно быть в обяза­
тельном перечне структурно-схемных понятий в программах для 
гуманитариев. Практика показывает, что с учетом типичных исход­
ных знаний обучаемых изучение бинарного отношения не следует
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начинать со строгого определения декартового произведения мно­
жеств [278]. Для преемственности изучения необходимо сначала 
пояснить значение приставки «би» и привести примеры бинар­
ных отношений из школьного курса математики (отношение поряд­
ка, параллельности, перпендикулярности, отношения «делиться на­
цело» на множестве целых чисел). Затем целесообразно изучение 
основных свойств бинарных отношений. После уже возможно рас­
смотреть функцию и (геометрическое) отображение как важный ча­
стный случай бинарного отношения и проиллюстрировать понятие 
бинарного отношения на примерах конечных графов. Далее привес­
ти примеры комбинаторных задач на правило произведения (мно­
жеств). И лишь после этого дать строгое определение декартова 
квадрата множества и бинарного отношения на этом множестве.
Таким образом, профильная преемственность изучения бинар­
ного отношения осуществляется на основе межпредметных связей 
ДМ со школьным курсом алгебры и геометрии, «преемственном» 
выборе предварительно изучаемых структурно-схемных понятии 
графа, декартова квадрата и функции, за счет «погружения» обучае­
мых в систему привычных представлений (о прямых и числах).
Задачи с сюжетным текстом (сюжетный фактор). На пер­
вом и втором этапах обучения ДМ (и в обучении ДМ старшекласс­
ников и студентов с посредственными знаниями) для обеспечения 
преемственности важно инициировать преимущественно более лег­
кие процессы наращивания, настройки и перестройки структур, 
для чего необходимо исходить из принципов развивающего обуче­
ния. При анализе особенностей реализации этих принципов выше 
установлено, что построение профильного курса ДМ должно осуще­
ствляться на основе законов дифференциации и интеграции структур 
с использованием различных видов задач с сюжетным текстом.
Напомним, что для обретения знаний посредством объясни­
тельной реконструкции обстоятельств «жизни» (идея Л.Выготского) 
необходимы задачи с занимательным или практическим сюжет­
ным текстом. «Беда заключается в том, что традиционное обучение,
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превращая слова (знаки, символы) чуть ли не в единственное средст­
во интеллектуального общения с ребенком, тем самым игнорирует 
ключевое значение двух других, столь же важных для развития 
интеллектуальных возможностей детей способов накопления зна­
ний о мире -  через действие и образ» (выделено мной. -  Е.П.) [299, 
с. 11]. Ярким подтверждением этому является существование ряда 
книг для начальной школы с сюжетными задачами, в которых осу­
ществляется обучение через действие и образ [25, 161]. В них со­
держатся сказочные, занимательные и практические задачи на при­
менение графов, кругов Эйлера, линейного упорядочения элементов 
множества, комбинаторики, систем счисления, на развитие умения 
логически рассуждать и т.д. Благодаря решению таких задач обеспе­
чивается ранняя пропедевтика изучения понятий отношения, алгеб­
раической операции, высказывания, алгоритма, лежащих в теорети­
ческой основе полной цепочки использования компьютера (что важ­
но и с точки зрения преемственности в обучении ДМ).
В 5 -  7-х классах (в период развития наглядно-образного мы­
шления) необходимо планомерное решение серии задач с занима­
тельными и практическими сюжетами, что будет способствовать 
формированию различных видов схем математического мышления 
(логических, алгоритмических, комбинаторных, образно-геометри­
ческих) [275, с. 267]. При решении таких задач благодаря посредни­
кам -  привычным персонажам инициируются мысленные действия 
и обеспечивается постепенное привыкание к изучаемым простым 
понятиям ДМ. Расширяется диапазон приложений базового курса 
математики за счет «вкрапления» простейших физических, техниче­
ских, экономических, социологических, лингвистических и других 
понятий в условия и решения задач, что особенно важно с позиций 
социокультурного системного подхода. Это происходит в процессе 
знакомства с первыми примерами и свойствами связных, эйлеровых, 
гамильтоновых графов и деревьев, бинарных отношений (эквива­
лентности и частичного порядка), высказываний, преобразований
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(симметрии, поворота), числовых групп, перестановок, сочетаний и 
размещений элементов множеств, алгоритмов.
В 5 -  7-х классах и позднее в 8 -  11-х классах весьма важно, 
чтобы обучение осуществлялось посредством использования вер­
бальной цепочки: реальное действие (описываемое в задаче и совер­
шаемое мысленно), описание действия на символическом языке, ос­
мысление и математическое обоснование результатов действия. Та­
кой путь признается сейчас одним из важнейших источников раз­
вития мышления. В связи с этим становится актуальной проблема 
создания новых поколений учебников для школы, являющихся 
своеобразными интеллектуальными самоучителями, предполагаю­
щими максимальную мотивационную вовлеченность ученика в ра­
боту с занимательным или практическим сюжетным текстом (в от­
личие от традиционного учебника, сделанного по типу «справочник- 
задачник») [299]. Только на этом пути можно достичь детской, иг­
ровой манеры изложения, доступной восприятию учащихся.
Благодаря сюжетным текстам задач абстрактные понятия ДМ 
возникают и «развиваются» естественным образом. Такой подход 
дает возможность превратить эмпирически выявленный ранее факт в 
строго сформулированное и доказанное утверждение. Изучение 
структурно-схемных понятий должно происходить постепенно в ка­
ждом учебном году. При таком подходе выявляется важность 
спиралевидного построения содержания, при котором изучение темы 
не исчерпывается во всех деталях сразу же в течение одного 
учебного года. При этом происходит медленное, тонкое приспо­
собление знания к задаче, для чего необходимо использование внут- 
риматематических и межпредметных связей.
Без «сюжетного» подхода переход из неявного в явное мо­
жет оказаться роковым, поскольку нередко ученик не может устано­
вить или ясно понять связь между своей умственной деятельностью 
и предлш'аемым ему абстрактным описанием. В этом случае обуче­
ние остается для него мертвой буквой, что подтвердилось в 1960 -  
70-е гг. в процессе широко известных реформ математического обра­
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зования как у нас в стране, так и за рубежом. В частности, это еще 
одна причина, по которой оказалось неудачным изучение в школах 
Франции структурно-схемных понятий группы, кольца, поля алгеб­
раической операции и других понятий (другая причина уже обсуж­
далась в гл. 3, § 2).
§ 5. Стратегия поэтапного обучения 
дискретной математике
При выявлении этапов обучения ДМ мы исходили из периоди­
зации уровней сформирован носги математических когнитивных 
структур на основе пяти уровней мышления, выделенных АА.Сто- 
ляром и П.-Х. ван Вилле соответственно для алгебраических и гео­
метрических структур [275]. С учетом стратегии отбора содержания 
и психологических аспектов обучения Д М  были выделены сл ед у ю ­
щие этапы:
1) предобучение (с 1-го по 7-й класс);
2) предпрофильное обучение (8 -  9-й классы);
3) профильное обучение (10 -  11 -й классы);
4) профессиональная подготовка (в вузе).
Этап предобучения дискретной математике. В начале это­
го этапа т  уровне конкретных множеств «возникающие у ребенка 
структуры мышления неотделимы от множеств конкретных предме­
тов» [275, с.172]. Операции ребенок может выполнять только с эле­
ментами множеств «предметов» (бусинок, кубиков и т.п.) в кон- 
крсшой ситуации. Дети учатся выделять свойсгва, признаки предме­
тов, по которым можно объединять их в группы (пары), комбиниро­
вать, производить арифметические операции с элементами конкрет­
ных множеств, т.е. преодолевается присущая дошкольникам инте- 
гральность восприятия. Свойства предметов становятся когнитивно 
отделимыми и в результате этого фиксируются в мышлении ребенка 
[25, 161,208].
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Особенности уровня конкретных множеств удачно исполь­
зованы в ряде книг [25, 161, 208]. В книге французских авторов 
ФЛапк, Ж.Папи «Дети и графы» для детей шестилетнего возраста 
доступно на интуитивном уровне с помощью цветных изображений 
графов рассматриваются примеры рефлексивных, симметричных и 
транзитивных бинарных отношений на конкретных множествах, 
примеры объединения бинарных отношений [208]. На интуитивном 
уровне с помощью цветных изображений графов решаются про­
стейшие задачи на сочетания, перестановки и размещения; на би­
ективные отображения конкретных множеств; на упорядочение 
элементов. Рассматриваются простейшие приложения графов, при­
чем процесс решения задачи с применением графов представлен в 
виде трех этапов моделирования.
В учебной литературе для младших школьников [25,134,161] 
в процессе решения разнообразных занимательных задач изучаются 
различные упорядочения множеств «предметов»; сочетания, пере­
становки, размещения таких множеств; биекции, операции пересече­
ния и объединения этих множеств. Приводятся примеры решения 
простейших занимательных логических задач.
Для учащихся среднего звена обучения на уровне конкретных 
когнитивных структур характерна стадия формальных операций, 
выполняемых без необходимой связи с действительностью. На этом 
этапе числа отделены от тех конкретных множеств, которые они ха­
рактеризуют. Алгебраические операции производятся не над кон­
кретными множествами предметов, а над числами. У учащихся фор­
мируются умение проводить гипсггетико-дедуктивные рассуждения, 
исследовательская познавательская позиция, способность проверять 
ход как собственной, так и чужой мысли. Происходит синтез кон­
кретных алгебраических, порядковых структур и логических схем. 
Но этот уровень мышления еще не включает структуру логического 
следования. «Дети на этом уровне ... еще не способны иметь дело с 
тем, что не находится прямо перед ними или не испытано в прошлом 
опыте» [275, с. 174]. Отметим, что на этом этапе возможна ранняя
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пропедевтика формирования алгоритмических и комбинаторных 
схем мышления на основе решения сюжетных задач на планирова­
ние действий (на переливания, взвешивания и игровых задач), сю­
жетных задач на сочетания, перестановки, размещения и комбина­
торные правила суммы, произведения [43,49].
Нз приведенной характеристики уровней конкретных мно­
жеств и когнитивных структур (сформированное™ математиче­
ских когнитивных структур) следует, что на этапе предобучения 
нельзя начать изучение абстрактных математических структур и 
схем, доминирующих в ДМ. На этом этапе возможна только ранняя 
пропедевтика структурно-схемных понятий ДМ.
Предпрофильное обучение дискретной математике. На 
уровне синтеза копкретпых когнитивных структур и схем в возрасте 
с 11 -  12 до 15 лет «осуществляется переход от конкретных чисел, 
выражаемых цифрами, к абстрактным буквенным выражениям... Ал­
гебраические операции производятся не только над числами, но и 
над объектами другой природы (многочленами, векторами)» [275, 
с. 174].
К 15 годам в мышлении школьника уже сформированы все 
«16 бинарных операций двузначной пропозициональной логики» 
[225, с. 81]. Как отмечалось выше, учащиеся 1 4 - 15  лет осуществ­
ляют формальные операции и рассуждения без необходимой связи с 
действительностью. На уровне синтеза конкретных (в том числе ал­
гебраических) структур уже вполне возможно посредством специ­
ально подобранных задач изучать с учащимися понятия следования, 
равносильности, прямой и обратной теоремы, необходимого и дос­
таточного условия [ 185,275]. В результате этого происходит процесс 
синтеза конкретных логических схем.
На основе синтеза конкретных алгебраических структур и ло­
гических схем в 8 -  9-х классах можно начать предпрофильное сис­
тематическое обучение ДМ [43, 49, 74, 79, 104, 211, 286, 287, 291, 
305].
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В этих книгах в ходе решения занимательных и практических 
задач с сюжетным текстом на уровне, посильном для восприятия 
учащихся 8 -  9-х классов, объясняются структурно-схемные понятия 
и факты ДМ из теории графов, алгебры высказываний, комбинато­
рики. Также даны первоначальные представления о кольце остат­
ков от деления натуральных чисел, группах преобразований, маши­
не Поста и некоторое другое.
В результате вычислений значений и тождественных преобра­
зований выражений, решений уравнений в пятиэлементном поле, 
кольце остатков, алгебре высказываний [211] у учащихся меняются 
привычные представления о математике как о своде раз и навсегда 
данных незыблемых истин.
Для развития алгоритмических схем мышления на этом этапе 
необходимо решение «задач на смекалку, приводящих к необходи­
мости описания алгоритмов невычислигельных процессов» [141, 
с. 181]. В качестве таких задач можно использовать, например, зада­
чи на составление алгоритмов решения уравнений в пятиэлементном 
поле и кольце остатков (от деления на 4), алгебре высказываний 
[211]. Алгоритмические задачи на этом уровне лучше «давать уча­
щимся в виде серий (цепочек) постепенно усложняющихся задач, 
что позволяет выработать навык поэтапного решения» [275, с. 181]. 
Это необходимо для усиления межпредметных связей математики и 
ранней пропедевтики обучения построению полной цепочки 
использования компьютера
С целью формирования комбинаторных схем мышления на 
этом этапе «полезно рассмотреть с учащимися построение дерева 
возможных вариантов и два важнейших правила, позволяющих бы­
стро производить подсчет числа возможных комбинаций -  правило 
суммы и правило произведения» [275, с. 182]. В то же время следу­
ет согласиться с высказанным там же утверждением о том, что изу­
чать какие-либо формулы комбинаторики на этом этапе нецелесо­
образно.
114
Профильное обучение дискретной математике. На уровне 
синтеза содержательных структур (наблюдаемого с 15 -  16 до 
18 -  19 лет) «выясняется возможность дедуктивного построения ряда 
разделов математики в данной конкретной интерпретации, т.е. когда 
буквы, обозначающие объекты исчисления, применяются в качестве 
имен и переменных для чисел или объектов другой природы из не­
которого заданного множества» (например, многочленов, векторов, 
конечных колец и полей, алгебры матриц и т.д.) [275, с. 175]. Как 
отмечает А.А. Столяр, на этом уровне осуществляется «содержатель­
ная» аксиоматизация теории, т е. теории в определенной конкретной 
ее интерпретации [266]. «На этом уровне учащиеся и студенты- 
первокурсники еще не осознают роли аксиом в математическом оп­
ределении, неточно представляют ею схему... Этот уровень можно 
рассматривать как необходимый предварительный зггап формирова­
ния понятия об абстрактных математических структурах..., роль ко­
торого сводится к четкому описанию математического определения 
и вспомогательных понятий (отношения, алгебраической операции, 
предиката и т.д.)» [275, с. 176].
В старших специализированных математических классах или 
на факультативных занятиях на уровне содержательных структур 
можно начать изучение элементов математической логики (логиче­
ские операции, формулы, таблицы истинности, законы логики, логи­
ческое следствие и т.п.), но опять-таки с использованием достаточ­
ного количества логических задач [275]. Целью такого курса являет­
ся систематизация, обобщение и расширение уже полученных на 
предыдущем этапе математических знаний. При этом в программу 
курса не включались вопросы формализованных теорий (типа пра­
вил вывода и вопросы, требующие навыков формальных преобразо­
ваний). Целесообразность этого подтверждает и практика препода­
вания [211].
В силу дифференциации изучения абстрактных математиче­
ских структур и логических схем в 10 -  11-х классах необходимо на­
чать профильное обучение ДМ. При этом следует обязательно
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включить в содержание любого профильного обучения ДМ те или 
иные элементы языка математических структур (особенно структур­
но-схемные понятия). Они играют роль своеобразных маяков в вы­
боре дидактических принципов профильного обучения ДМ и в осу­
ществлении преемственности этого обучения с учетом исходных 
знаний обучаемых.
Профессиональная подготовка (в вузе). На заключительном 
этапе обучения при выходе на уровень абстрактных структур «от­
влекаются от конкретной природы объектов исчисления, от конкрет­
ного смысла операций... На этом уровне строятся различные матема­
тические теории как абстрактные дедуктивные системы, т.е. осуще­
ствляется переход от известных моделей к абстрактной теории, а 
от нее к другим моделям» [275, с. 176].
Следовательно, на этом уровне впервые возникает возмож­
ность осуществлять адекватное избранной профессии обучение ма­
тематическому моделированию на базе курсов высшей математики и 
непрерывного обучения ДМ. Поскольку ДМ является фундамен­
тальной основой математического моделирования, профильное обу­
чение ДМ играет особую роль в прикладной направленности всего 
обучения математике. По этой причине необходим поиск конкрет­
ных целей, дидактических принципов в формировании содержания 
профильного обучения ДМ на основе структурно-схемных понятий.
На этапе профессиональной подготовки особенно важно 
учесть внутри- и межпредметные связи и «преемственный» выбор 
всех предварительно изучаемых структурно-схемных понятий, до­
минирующих в ДМ, выбрать «профильный» уровень строгости и ме­
тодов их изучения. Для осуществления этого на специальностях со­
циально-экономического и гуманитарного профиля особенно важно 
использование специально подобранной структуры сюжетных за­
дач (особенно на перевод реальной заданной ситуации на мате­
матический язык и разработку модели решения). При этом под раз­
работкой модели решения обычно понимается нахождение всех тех 
понятий и их свойств, теорем, формул и пр., которые позволяют
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обосновать как само решение, так и догадаться, как составить алго­
ритм решения. Тем самым словосочетание «модель решения» наце­
ливает на выбор среда возможных вариантов алгоритмически опти­
мального решения.
§ б. Стратегия профильного обучения 
дискретной математике в школе
С точки зрения преемственности обучения между школой и ву­
зом и прикладной направленности обучения математике в школе 
наиболее важным является этап профильного обучения ДМ. Поэто­
му необходимо более детально проанализировать элементы страте­
гии обучения ДМ на этом этапе.
Стратегия отбора содержания предпрофильного обучения 
ДМ. Как следует' из характеристики этапа предпрофильного обуче­
ния, в возрасте до 15 лет возможно только популярное изучение по­
нятий графа, бинарного отношения и его основных видов, алгебры 
высказываний, кольца остатков от деления натуральных чисел, 
группы преобразований, конечного поля («новой арифметики»), ал­
гебраической операции, алгоритма, простейших комбинаторных по­
нятий.
Как уже установлено, важную роль в стратегии отбора содер­
жания программ обучения ДМ в 1 -  9-х классах должны играть не­
стандартные задачи на доминирующие в ДМ структуры и схемы. 
Об этом свидетельствует и практика обучения решению нестандарт­
ных задач на развитие логических, комбинаторных, алгоритмиче­
ских и образно-геометрических схем по программам, разработан­
ным группой преподавателей Вологодского государственного педа­
гогического университета под руководством В.А.Тесгова. Все доми­
нирующие в ДМ структуры и схемы легли в основу содержания 
учебного пособия по ДМ для 8 -  9-х классов и прилагаемой к нему 
программы для 10 -  11-х классов [211].
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При отборе конкретного содержания предпрофильного обуче­
ния ДМ следует обратить особое внимание на формирование логи­
ческих и комбинаторных схем мышления. Своевременное изучение 
в подростковом возрасте алгебры высказываний (в частности, за­
конов правильных рассуждений и обучение на этой основе анализу 
различных текстов) способствует в будущем успешному обучению 
любой специальности (особенно гуманитарного направления). Раз­
витие начальных элементов комбинаторного мышления на этом эта­
пе необходимо для раннего изучения элементов теории вероятностей 
и математической статистики, что, как уже отмечалось, очень важно 
для формирования статистического мышления школьников [58].
Выбор профилей обучения. Спектр специальностей вузовско­
го образования настолько обширен, что деление профилей обучения 
ДМ на пять видов (физико-математический, физико-химический, 
информационно-технологический, индустриально-технологический, 
социально-экономический) не отражает роль ДМ как концептуаль­
ной основы прикладной направленности обучения математике в 
школе. Терминологическое отождествление названий профилей обу­
чения ДМ с этими пятью видами настраивает на выяснение того, ка­
ким профилем обучения ДМ должен быть «охвачен», например, бу­
дущий инженер-строитель или инженер-экономист (в строительной 
индустрии).
Такое деление профилей обучения ДМ неоправданно и с по­
зиций системно-структурного подхода в стратегии отбора содержа­
ния обучения ДМ. Неясно, по каким «профессиональным» принци­
пам отражать идейную и содержательную суть структурно-схемных 
понятий ДМ в содержании такого профиля обучения. Включение же 
одного и того же перечня структурно-схемных терминов в содер­
жание каждого из пяти профилей обучения может вызвать ряд во­
просов, в том числе и такой вопрос: в чем, собственно, заключено 
тогда фудаментальное различие профилей обучения? С другой сто­
роны, механическое включение той или иной части этого перечня 
понятий нарушает системно-структурный подход в обучении и по
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этой причине не соответствует внутренней логике изложения ДМ, 
определяемой доминирующими в ДМ структурами и схемами (логи­
ке, которую необходимо учитывать при профильном обучении).
Кроме того, при таком делении профилей обучения ДМ игно­
рируются психологические основы стратегии обучения ДМ, по­
скольку дискретная математика является фундаментальной внутри- 
математической основой развития стиля мышления, позволяющего 
наименьшими средствами достигать наилучших результатов в любой 
области исследования, как правило, с использованием компьютера 
В свою очередь, такой стиль мышления базируется на психологиче­
ском механизме решения творческих задач, в основе которого лежат 
структурные уровни организации способности действовать «в уме» 
(когнитивные структуры и схемы). Поэтому деление на пять профи­
лей обучения может вызвать вопрос: а какие же для выбранного 
профиля обучения существуют структурные уровни организации 
способностей, соответствующие ему? Попытка «введения» в мыш­
ление обучаемого каких-то неведомых структурных уровней, харак­
терных, например, для 12-то возможного профиля обучения матема­
тике в школе (288], ассоциируется с басней И.А.Крылова «о вторже­
нии слона в посудную лавку».
Однако каковы же тогда возможные названия профилей обу­
чения ДМ и варианты отбора основного содержания ДМ для про­
фильного обучения математике? Исходя из предмета и функций ДМ 
и психологических аспектов стратегии обучения этой дисциплине, 
можно уверенно утверждать о целесообразности трех основных 
профилей обучения ДМ в 10 -  11 -х классах:
-  математического;
-  базового;
-  общего.
Базовый и общий профили не ассоциируются с каким-либо 
профилем обучения в школе и (и уж тем более с какой-то профес­
сиональной деятельностью) и отражают методологическую суть и 
цели обучения ДМ.
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Концептуальная характеристика профилей обучения ДМ.
Необходимость математического профиля обучения обусловлена в 
первую очередь функциями ДМ, так будущих математиков и спе­
циалистов по СКМ и КТ и другим специальностям, связанным с глу­
боким знанием приложений математики, требуется научить творче­
ски использовать не только учебную, но и специальную литературу 
по математике в своей профессиональной деятельности. По большо­
му счету такой специалист должен уметь самостоятельно строить 
полную цепочку использования компьютера при решении постав­
ленной перед ним задачи. Естественно, что на этапе постановки за­
дачи и анализа решения он при необходимости должен уметь со­
трудничать со специалистами смежных профессий. Образно гово­
ря, оп должен уметь «отвечать за все».
Возможность введения математического профиля обучения 
ДМ с 10-го класса подтверждается тем, что учащиеся способны вы­
полнять формальные операции без необходимой связи с действи­
тельностью. Начинает формироваться система влияния высших 
уровней познавательного отражения на низшие и низших на выс­
шие на основе разнообразных связей и отношений между уже 
сформировавшимися в мышлении учащегося специфическими ког­
нитивными сфуктурами и схемами. Естественно, что с педаюгиче­
ской точки зрения осуществлять такое обучение возможно только с 
учащимися, обнаружившими склонность к занятиям математикой и 
уже проявившими достаточные способности к обучению.
В соответствии с особенностями этапа профильного обучения 
ДМ н целями обучения по математическому профилю должно быть 
предусмотрено систематическое изучение всех базовых струк­
турно-схемных понятий ДМ. Без этого невозможно получение фун­
даментального современного математического образования в вузе, 
необходимого для подготовки «многоборцев». Из анализа возрас­
тных способностей обучаемых и преемственности обучения следует, 
что для введения математического профиля обучения ДМ необхо­
димо обязательное предпрофильное обучение ДМ в 8 -  9-х классах
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(желательно, чтобы в программе на обучение было предусмотрено 
2 ч в неделю).
Отметим, что ориентиром для составления программы обуче­
ния ДМ по математическому профилю, на наш взгляд, может слу­
жить перечень ключевых структурно-схемных понятий и фактов 
ДМ, изучаемых на инженерно-технических специальностях (см. 
гл. 2, § 6), дополненный некоторыми важными с идейной точки 
зрения алгоритмическими и комбинаторными понятиями и фактами 
современной ДМ.
Базовый профиль обучения необходим для подготовки специа­
листов инженерно-технических специальностей, связанных с разра­
боткой, ремонтом и эксплуатацией машин, механизмов, технических 
устройств и т.д. Такой специалист должен имст ь адекватное своей 
профессии знание о языках математического моделирования, при­
сущих инженерно-техническим специальностям, свободно разби­
раться в математическом аппарате книг по специальности. В случае 
необходимости он должен понимать, из какой области математики и 
информатики следует привлечь специалистов для решения своей 
профессиональной задачи.
Как следует из приведенной характеристики, для подготовки 
такого специалиста необходим базовый профиль обучения ДМ, на 
основе которого возможно осуществить раннюю пропедевтику обу­
чения математическому моделированию в областях, связанных с 
разработкой и эксплутацией техники. Следовательно, необходимо 
осуществлять обучение ДМ по такой программе, в которой основное 
внимание уделяется идейному смыслу изучаемых ключевых струк­
турно-схемных понятий и фактов ДМ» выработке умения применять 
их в решении практических задач. В программе не должно быть пре­
дусмотрено изучение доказательств теорем, основанных на сложных 
рассуждениях или развитой преобразовательной «технике». Особо 
важное значение при составлении такой программы играют задачи с 
сюжетным текстом и задачи на межпредметные связи.
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Ориентиром для составления программы обучения ДМ по ба­
зовому профилю, на нагл взгляд, может служить перечень ключевых 
структурно-схемных понятий ДМ, приведенный в описании направ­
ления обучения инженерно-техническим специальностям (см. гл. 2, 
§ 6) и дополненный основными комбинаторными понятиями и фак­
тами современной ДМ, необходимыми для изучения теоретических 
основ информатики, теории вероятностей и математической стати­
стики.
Для введения базового профиля обучения ДМ целесообразно 
осуществить предпрофилъное обучение ДМ в 9-м классе из расчета 
один час в неделю по соответствующим образом сокращенной про­
грамме предпрофильного обучения (математический профиль).
Общий профиль обучения ДМ необходим для подготовки по 
специальностям, в когорьтх не предусмотрены разработка, ремонт и 
эксплуатация машин, механизмов, технических устройств и т.д. К 
ним относятся специальности естественнонаучного, экономико- 
управленческого, гуманитарно-социального и ряда других направле­
ний госстандартов высшего профессионального образования.
Главной целью обучения по общему профилю является обуче­
ние методам систематизации и структуризации информации по 
проблеме, формализованного описания или представления процес­
сов или систем (экономических, социологических), перевода с одно­
го языка описания на другой и т.д.
Ориентиром для составления программы обучения ДМ по об­
щему профилю, на наш взгляд, может служить перечень структурно­
схемных понятии ДМ, приведенных в описании направления обуче­
ния экономическим и управленческим специальностям (см. гл. 2, § 6) 
и дополненный теми комбинаторными понятиями и фактами, кото­
рые необходимы для адекватного специальности изучения элементов 
теории вероятное! и и математической статистики. Такое дополнение 
весьма существенно, поскольку язык современной ДМ является той 
фундаментальной базой, благодаря которой развивается стиль мыш­
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ления, необходимый для полноценного овладения присущими дан­
ным специальностям методами статистического моделирования.
Программа должна служить основой для создания реестра яр­
ких образцов математического моделирования. Эти образцы долж­
ны демонстрировать «силу и красоту искусства» математического 
моделирования.
В программе должен быть предусмотрен минимум доказа­
тельств и максимум примеров и иллюстраций, обеспечивающих по­
нимание изучаемого материала.
§ 7. Роль дискретной математики в обучении 
математическому моделированию
Как известно, точки зрения на место моделей и модельных ме­
тодов в исторически сложившейся системе научных представлений 
«настолько расходятся, что говорить о сколько-нибудь общеприня­
той системе теоретических взглядов на моделирование, к сожале­
нию, нет оснований» [193, с. 8]. Решение проблемы классификации 
всех видов современного математического моделирования весьма 
сложно и обьемно и в настоящее время далеко не завершено. Тем не 
менее из описания функций и на основе стратегии обучения ДМ уже 
можно уяснить ее роль в обучении математическому моделирова­
нию.
Для выявления роли ДМ рассмотрим этап профессиональной 
подготовки в вузе, на котором при выходе на уровень абстрактных 
структур впервые возникает возможность адекватного избранной 
профессии обучения математическому моделированию на базе курса 
высшей математики. На этом этапе особенно важна ДМ как фунда­
ментальная основа математического моделирования.
Во-первых, стратегия обучения ДМ обеспечивает фундамен­
тальность обучения математическому моделированию (в частности, 
точный выбор целей обучения) на основе тщательного отбора co­
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держания изучаемых математических структур и схем современной 
математики, доминирующих в ДМ. Исходя из психологических ос­
нов стратегии обучения ДМ определяется разумный уровень абст­
рактности и обеспечивается учет возрастных познавательных воз­
можностей обучения выбранному содержанию моделирования. На 
основе стратегически оправданной системы использования дидакти­
ческих принципов обучения, стратегии преемственности, поэтапно­
сти и профильности обучения выбираются адекватные средства, 
формы и методика обучения.
Во-вторых, стратегия обучения ДМ играет важную роль в со­
здании реестра образцов маге магического моделирования, посиль­
ных восприятию обучаемых на каждом этапе обучения. Эта страте­
гия дает возможность при отборе образцов моделирования учесть 
психологию восприятия и особенности формирования когнитивных 
математических структур, межпредметные связи и преемственность 
обучения. Это способствует выявлению стратегии обучения по­
строению полной цепочки использования компьютера, что особенно 
важно для обучения всем этапам математического моделирования 
будущих математиков и специалистов по прикладной математике.
В-третьих, правильная стратегия обучения ДМ дает возмож­
ность обучаемому представить классификацию всех основных видов 
моделирования в избранной профессиональной области и особенно­
сти их применения. В результате этого обучаемый может грамотно 
определить необходимый раздел (разделы) матемагаки для решения 
поставленной задачи.
В-четвертых, стратегия обучения понятию математического 
языка, теории алгоритмов и проблем разрешимости позволяет выра­
ботать обучаемому умение анализировать возможное™ выбранного 
математического языка для решения поставленной задачи и пред­
ставлять необходимые для этого средства и персонал. Все это осно­
вано на обучении классификации видов математических задач и 
возможностей их решения на компьютере.
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Естественно, хорошее знание тою hjih иною языка подразу­
мевает и понимание сути фундаментальной проблемы разрешимости 
на этом языке. Поэтому необходимо еще со школьной скамьи учить 
обучаемых выяснять, существует ли конструктивный ответ на во­
прос задачи. В связи с этим в стратегии отбора содержания следует 
предусмотреть реестр задач с неверно составленным условием, с не­
найденным решением, имеющих решение в выбранном языке. В ча­
стности, среди задач, имеющих решение в выбранном языке, долж­
ны быть задачи с ненайденным алгоритмом решения, с эффектив­
ным н неэффективным алгоритмами решения.
Благодаря таким задачам обучаемые впервые познакомятся с 
проблемой существования алгоритма решения (на компьютере). В 
ходе обучения математическому моделированию необходимо уже в 
9-м классе решать с учащимися задачи на составление эффективного 
алгоритма. При этом в качестве исполнителя можно предложить 
различные виды микрокалькуляторов.
Задачи на фундаментальную проблему разрешимости на вы­
бранном математическом языке очень важны с точки зрения разви­
тия общей культуры в приложениях математики.
В-пятых, правильная стратегия обучения ДМ дает возмож­
ность заложить у обучаемых еще со школьной скамьи основы куль­
туры использования всего математического аппарата, применяемого 
в профессиональной области. Это объяснется тем, что ДМ является 
необходимым дополнением к функционально ориентированной дей­
ствующей школьной программе и играет важнейшую роль в уста­
новлении внутриматемаггических и межпредметных связей.
В-тпестых, правильная стратегия использования развивающею 
потенциала ДМ в «жесткой» или «мягкой» модели обучения способ­
ствует гармоничному развитию у учащихся математического мыш­
ления, способности к творческой работе.
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§ 8. «Жесткая» и «мягкая» модели обучения 
дискретной математике
В эпоху нарождающейся компьютерной цивилизации все бо­
лее усиливается фундаментальная роль ДМ в процессе математиза­
ции наук и информатизации общества. В связи с этим возникает 
опасность всеобщего увлечения «дискретизацией», административ­
ного охвата обучением ДМ в школах и вузах и соответствующих пе­
рекосов во внедрении элементов ДМ в программы обучения (на наш 
взгляд, наблюдается также и явление всеобщего увлечения «стати- 
стизацией»). Как отмечалось выше, элементы ДМ «проникли» в 
учебные программы очень многих нетехнических специальностей. 
Для преодоления возможных перекосов всеобщей дискретизации не­
обходимо использовать «жесткую» и «мягкую» модели обучения ма­
тематике.
Термины «жесткая» и «мягкая» математические модели были 
введены в обиход В.И.Арнольдом [7]. Основной целью математиче­
ского образования, как справедливо отмечает В.И .Арнольд, должно 
быть воспитание умения математически исследовать явления реаль­
ного мира. В результате обучаемые должны научиться разрабаты­
вать математические модели реальных процессов и явлений. Поэто­
му остается лишь написать многотомное исследование на тему 
«Технология обучения математическому моделированию», чтобы 
охватить системно все многообразие видов математического моде­
лирования и всего связанного с ним. Однако это будет свидетель­
ствовать о жестком подходе в обучении, ярким олицетворением ко­
торого как раз и является «технология обучения» (и не только) ма­
тематике [276].
«Полезность н необходимость использования "мягких" мо­
делей обучения осознается пока далеко не всеми педагогами. В 
процессе обучения всегда происходят незапланированные малые из­
менения, флуктуации различных педагогических систем. Поэтому в 
основе современных моделей обучения должен лежать принцип не­
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определенности ряда учебных параметров, зависимости принимае­
мых решений от реального состояния дел, а не только от планов. 
Значит, и цели обучения должны или меняться или носить общий 
характер с тем чтобы к ним могли вести разные пути» [274, с. 77].
В чем же заключена суп» «мягкого» управления учебным про­
цессом обучения ДМ, т.е. управления через советы и рекоменда!Тии 
или, более точно, гармоничного использования «жесткой» и «мяг­
кой» моделей обучения ДМ?
«Мягкая» модель обучения осуществляется на основе правиль­
но выбранной стратегии обучения, благодаря которой не столь важ­
но, какие используются формы, средства, методы обучения (основ­
ные элементы стратегии обучения ДМ были изложены выше). Но 
каким же образом (что бывает очень эффективно) «резонансно» воз­
действовать на существующую систему обучения на основе предло­
женной стратегии обучения ДМ?
Математические структуры и схемы являются основой страте­
гии отбора содержания обучения ДМ при любой модели обучения. 
Неизменны возрастные психологические особенности формирования 
математических когнитивных (познавательных) структур, возни­
кающих в мышлении обучаемого в результате изучения матема­
тических структур и схем. Однако в случае «мягкой» модели обуче­
ния есть некоторые важные особенности использования дидактиче­
ских принципов обучения ДМ и, как следствие этого, элементов 
стратегии преемственности, поэтапности и профильности обуче­
ния.
Особенности наиболее важного в «мягкой» модели обучения 
ДМ принципа научности состоят в гармоничном сочетании дис­
кретного и непрерывного начал в обучении математике. Наиболее 
ярко значение такого сочетания подтверждается новой программой 
обучения ДМ на математических факультетах педвузов, предусмат­
ривающей изучение элементов комбинаторного анализа, основанно­
го на методах дискретной и непрерывной математики. Значение та­
кого сочетания прослеживается, например, в трудах выдающегося
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специалиста в области математической статистики Б.В.Гнеденко [59, 
60].
Как следует из изложенного, в условиях частичного обучения 
ДМ или отсутствия такого обучения следует гармонично сочетать 
дискретное и непрерывное начала в обучении. Например, с этой це­
лью необходимо уделять внимание даже на обычных уроках в 8-м 
классе некоторым важнейшим струкгурно-схемным понятиям и фак­
там ДМ, изучение которых, как уже отмечалось, уводит от довлею­
щих рекомендаций с установившимся инструктивным материалом: 
от свойств действий с дробями и степеней, тождественных преобра­
зований привычных алгебраических выражений. Это разрушит их 
представления о математике как своде раз и навсегда данных незыб­
лемых истин и с раннего возраста научит сократовскому принципу 
подвергать все сомнению.
Необходимость учета в обучении внутренней логики самой 
математики [145] означает преодоление «информационного прими­
тивизма» в обучении в школе и вузе, возникающего в рамках техно­
логического подхода и направленного на усвоение информационной 
компоненты знаний, в результате чего становятся незначительными 
результаты, связанные с глубиной знаний и развитием личности. 
Наиболее ярко такой примитивизм выражается во всеобщем увлече­
нии (пожалуй, можно даже сказать -  преклонении перед) готовыми 
пакетами прикладных программ компьютерной математики, кото­
рым несгь числа. Вследствие ажиотажного массового спроса пользо­
ватели буквально «засыпаны» готовыми программными «рецепта­
ми» (часто далеко не лучшими). В настоящее время созданы различ­
ные программные системы, в том числе и уже упоминавшаяся наи­
более широко известная система Matematica [86], по использованию 
которой уже выпущены сотни (!) книг, не считая уже необозримых 
журнальных публикаций. В результате многие пользователи этих 
программных систем, не получившие адекватного профессии фун­
даментального математического образования, напоминают папуасов 
времен Миклухо-Маклая, поскольку совершенно не умеют оценить
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качество такой продукции или приспособить ее к меняющейся про­
фессиональной ситуации. Беда таких пользователей заключается еще 
и в том, что на все случаи жизни не запасешься готовым програм­
мным обеспечением.
«Известно, чш принципиальные идеи исключительно хорошо, 
быстро и прочно усваиваются в ранние годы. Концепции, представ­
ления о которых не было получено в юности, для очень многих так и 
остаются недоступными» [63, с. 6]. Это приводит в будущем к пе­
чальным профессиональным последствиям. Для того чтобы обучае­
мые не уподобились папуасам в работе с компьютером, крайне важ­
но, реализуя «мягкую» модель обучения ДМ, уже с 8-го класса осу­
ществить хотя бы частичное «профилактическое» знакомство уча­
щихся с принципиальными идеями и методами ДМ, необходимыми 
для выработки представлений о полной цепочке использования ком­
пьютера. Речь идет об идеях, основанных на использовании струк­
турно-схемных понятий из теории графов, математической логики, 
теории ашоритмов. Только так можно преодолеть ложные представ­
ления некоторых специалистов о том, «что вся математика сводится 
к тем методам арифметики, элементарной алгебры и геометрии, с 
которыми знакомится каждый школьник» [63, с. 6]. При этом ориен­
тиром в «мягкой» модели обучения ДМ, например, студентов раз­
личных нематематических специальностей могут послужить понятия 
и факты ДМ, изложенные в ряде учебников для студентов- 
гуманитариев [98, 177, 278] и играющие роль своеобразного мате­
матического минимума в обучении ДМ. В качестве ориентира в 
«мягкой» модели обучения в школе будущих математиков и специа­
листов по прикладной математике предлагаем использовать учебное 
пособие но дискретной математике Е.А.Перминова [211].
Принцип научности нацеливает на выработку умения опти­
мального решения задачи, что уже фактически было отражено в пси­
хологической характеристике стиля мышления, вырабатываемого в 
процессе изучения ДМ.
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При «мягкой» модели обучения ДМ с учетом гармоничного 
сочетания дискретного и непрерывного начал в обучении, наряду с 
примерами дискретной оптимизации, следует чередовать примеры 
дискретной и непрерывной оптимизации (нахождения наименьшей 
площади, объема, массы, эйлерова и гамильтонова цикла и т.д.). Не­
большое число примеров решения задач на оптимизацию из школь­
ной программы всегда можно привести в вузе, даже если в учебных 
планах не предусмотрено обучение ДМ. На таких примерах можно 
демонстрировать универсальность и красоту методов математиче­
ского моделирования [43, 49, 211], что необходимо для формирова­
ния математической культуры учащихся.
С прагматической же точки зрения в «жесткой» модели обу­
чения математиков и специалистов по прикладной математике необ­
ходимо воспитывать «железных» практиков, которые обожают ЭВМ 
и не заставляют ее делать ни одного лишнего действия. Для подго­
товки таких специалистов уже со школьной скамьи в программе 
обучения ДМ для учащихся 10 -  11-х классов предусмотрены раз­
личные виды задач на машину Поста, условные калькуляторы и др. 
[211]. При «мягкой» модели обучения весьма важны такого типа за­
дачи на параметры, свойства чисел, на решение уравнений в различ­
ных алгебрах и др. [211].
Согласно принципу генерализации знаний начинать построе­
ние курса надо с истоков, с выделения основных структур и понятий 
[275]. Поэтому, например, в случае «мягкой» реализации обучения 
студентов-гуманитариев изучение алгебраических структур не сле­
дует начинать с общего определения алгебраической операции, как 
это часто бывает на практике. В качестве «структурных» истоков це­
лесообразно взять понятия кольца остатков (от деления на 4) и пя­
тиэлементного поля и рассмотреть таблицы Кэли операций и свой­
ства этих алгебр.
В «мягком» обучении ДМ весьма важную роль играют неко­
торые особенности использования преемственности и поэтапного 
обучения. Особое значение в «мягком» осуществлении преемствен­
но
носги обучения имеет переход от одного этапа обучения к другому, 
когда происходит скачок в процессе обучения и развития чело­
века. С этой точки зрения особую роль играют этапы преддрофиль- 
ного обучения математике (8 -  9-й классы) и профессиональной под­
готовки (в вузе).
Естественно, в случае полного отсутствия предпрофилъного 
обучения ДМ необходима перестройка содержания и принципов 
обучения на этапе профильного обучения в 10 -  11-х классах. В 
этом случае для отбора «минимального» содержания обучения ДМ 
(по любому профилю) можно воспользоваться учебным пособием 
Е.А.Г1ерминова [211], а также программой обучения ДМ по матема­
тическому профилю (прил. 1).
К сожалению, решение проблемы «мягкого» обучения ДМ в 
вузе в случае полного сггсгутствия обучения ДМ в школе очень за­
труднительно. Концепции, представления о которых не были полу­
чены в юности, для очень многих так и остаются недоступными, что 
приводит в будущем к непреодолимым последствиям в профессио­
нальном становлении. Отметим, что при полном отсгутствии обуче­
ния ДМ в школе эта проблема все же решается при обучении сту­
дентов математических и прикладных специальностей путем сверх­
напряжения обучаемых в условиях жестких требований с использо­
ванием обширных программ обучения.
Тем не менее даже при полном отстуствии обучения ДМ в 
школе в программы ДМ в вузе для студентов нематематических спе­
циальностей целесообразно включить разделы: графы, бинарные от­
ношения, пятиэлементное поле («новая арифметика»), алгебра вы­
сказываний, комбинаторика [211]. Наряду с этим важно использо­
вать впутрипредметные и межпредметные связи математики и фак­
тор сюжетности в стратегии преемствешюсти.
Следует отметить, что в «мягкой» модели обучения возврат к 
изучаемым структурно-схемным понятиям ДМ должен происходить 
неоднократно в процессе всего обучения, особенно студентов-
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гуманитариев. При гаком подходе выявляется важность спирале­
видного построения содержания.
Решение проблемы использования «мягкой» модели обучения 
ДМ в школе и вузе требует отдельного большого систематического 
исследования. В заключение лишь отмстим, что в «мягкой» модели 
обучения весьма важен подход, основанный на идее создания учеб­
но-методического комплекта по математике (см, например, [163]), 
включающего учебник, задачник, методическое пособие для учите­
ля, хрестоматию, книгу для внеклассного чтения, рабочие тетради, 
дидактические материалы, компьютерную поддержку и др. При 
этом в «мяпсой» модели обучения (и не только) ДМ весьма актуа­
лен учебно-методический комплект, созданный на основе информа­
ционно-категориального подхода, базирующегося на теории учебной 
деятельности [163]. В «мягкой» модели любого обучения математике 
важны основные концептуальные идеи информационно-категори­
ального подхода: универсальность содержания образования, обуче­
ние способам деятельности, создание условий для сохранения само­
бытности каждой личности, развития ее интересов и способностей.
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Глава 4. Содержание профильного обучения дискретной 
математике и методика изучения ее основных понятий 
и фактов в школе
Рассмотрим особенности методики обучения ДМ в школе. 
Начнем с анализа отбора содержания нредирофильною и профильно­
го обучения ДМ. Предлагаемые варианты отбора содержания обуче­
ния и методика изучения основных понятий и фактов разработаны на 
основе стратегии обучения ДМ и многочисленной популярной и по- 
лупопулярной литературы для школьников, так или иначе связанной 
с ДМ.
§ 1. Содержание обучения дискретной математике 
по математическому профилю
Папомним, что математический профиль необходим для под­
готовки математиков, иршраммистов и инженеров, специализирую­
щихся в области прикладной математики. С учетом характеристики 
этого профиля (см. гл. 3, § 6), основной целью программы обучения 
дискретной математике: по математическому профилю является ран­
няя пропедевтика обучения построению полной цепочки использова­
ния компьютеров. Иными словами, цель данной ирофаммы -  поло­
жить начало подготовки «многоборца»: постановщика задачи (пере­
водящего ее формулировку на математический язык), математика 
(обеспечивающего разработку модели и алгоритма ее решения), про­
граммиста и в определенной мере заказчика (анализирующего ре­
зультаты решения задачи).
В соответствии с этой целью обучения по данному профилю в 
программе предусмотрено систематическое изучение посредством
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занимательных, практических и обычных «школьных» задач базовых 
структурно-схемных понятий ДМ (см. прил. 1). Ориентиром при со­
ставлении программы послужили основные понятия языка домини­
рующих в ДМ алгебраических, порядковых структур и логических, 
алгоритмических, комбинаторных схем, играющих фундаменталь­
ную роль в концепции обучения математиков, программистов и ин­
женеров, специализирующихся в области прикладной математики 
(см. гл. 2, § 6). При этом особое внимание при составлении програм­
мы уделено ранней пропедевтике понятий алгебры, (бинарного) от­
ношения, модели, алгоритма, проблемы разрешимости (на данном 
языке), классических комбинаторных понятий, являющихся ключе­
выми в изучении фундаментальных основ различных видов матема­
тического моделирования и поэтому играющих главную роль в обу­
чении построению полной цепочки использования компьютера.
Разработанная программа является необходимым дополнением 
к действующей функционально-ориентированной программе обуче­
ния математике в 8 -  11-х классах и направлена на формирование 
первоначальных представлений о многообразных методах как «не­
прерывной», так и дискретной математики. Вследствие этого она 
служит теоретической основой интеграции обучения математике и 
информатике.
Методические особенности отражения в нршрамме структур­
но-схемных понятий позволяют легко усмотреть выбор дидактиче­
ских принципов обучения и способы осуществления преемственно­
сти обучения. В программе даны ссылки на учебные и другие изда­
ния, в которых на посильном для восприятия школьников уровне из­
ложен соответствующий материал.
С учетом характеристики этапа предобучения (см. гл. 3, § 5) и 
этапа любого предпрофильного обучения ДМ (см. гл. 3, § 6) главную 
роль в отборе содержания играет система из более чем десяти раз­
личных видов задач из учебною пособия [211] на раннюю нроиедев-
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тику изучения доминирующих в ДМ математических структур и 
схем.
Поэтапное и преемст венное изложение основано на задачах с 
сюжетным тестом, в процессе решения которых постепенно осуще­
ствляется подготовка учащихся к изучению абстрактных понятий 
ДМ. Возврат к усвоенным структурно-схемным понятиям происхо­
дит в каждом следующем классе. Спиралевидное построение со­
держания обучения, при котором темы не изучаются полностью в те­
чение одного учебного года, позволяет осуществить медленное, 
тонкое приспособление знания к задаче, облегчаемое путем исполь­
зования внутриматематических и межпредметных связей.
С учетом целей обучения и объема содержания на обучение по 
предлагаемой программе предусматривается 2 ч в неделю в каждом 
классе.
Отметим, что в учебном пособии Е.А.Перминова приведены 
учебно-тематический план работы но нр01рамме и протрамма- 
минимум, отражающая уровень обязательных требований к обуче­
нию [211].
§ 2. Содержание обучения дискретной математике 
по базовому профилю
Программа обучения по данному профилю представляет со­
бой сокращенный вариант иротраммы обучения по математическому 
профилю (прил. 2). При сокращении было учтено, что базовый про­
филь обучения (см. гл. 2, § 6) необходим для подготовки специали­
стов инженерно-технических специальностей, в программах обуче­
ния которых не предусматривается получение фундаментальных зна­
ний но математике и ее приложениям. Поэтому эта нро1рамма пред­
назначена для обучения умению использовать в решении профессио­
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нальных задач типичные языки математического моделирования, 
применяемые в профессиональной области, связанной с разработкой, 
ремонтом и эксплуатацией техники, не требующей обучения «много­
борью». В процессе обучения студенты должны научиться использо­
вать математику в своей профессиональной деятельности и понимать 
математический язык книг но сиециальносш. Ввиду этого основная 
цель программы обучения ДМ по базовому профилю -  ранняя пропе­
девтика изучения типичных языков математического моделирования 
(на инженерно-технических специальностях) и формирование инже­
нерно-математического стиля мышления [248]. Естественно, для реа­
лизации этой цели необходима интеграция обучения математике, 
информатике и другим предметам (в том числе и демонстрация ярких 
образцов математического моделирования).
При формировании содержания программы особое внимание 
уделено идейному смыслу изучаемых ключевых структурно-схем­
ных понятий и фактов ДМ, выработке умения применять их в ре­
шении интересных практических задач. В программе не предусмот­
рено изучение доказательств теорем, основанных на сложных рассу­
ждениях или развитой преобразовательной «технике». Особо важное 
значение в программе, как уже было отмечено выше, имеют задачи с 
сюжетным текстом и задачи на межпредметные связи.
Ориентиром для составления программы явились понятия и 
факты ДМ, приведенные в описании направления обучения инже­
нерно-техническим специальностям (см. гл. 2, § 6) и дополненные 
основными комбинаторными понятиями и фактами современной 
ДМ, необходимыми для изучения теоретических основ информати­
ки.
В предлагаемой программе тоже особое внимание уделено 
ранней пропедевтике изучения структурно-схемных понятий алгеб­
ры, (бинарного) отношения, модели, алгоритма, проблемы разре­
шимости (на данном языке), классических комбинаторных понят ий, 
являющихся ключевыми в изучении фундаментальных основ различ­
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ных видов математического моделирования. В то же время из про- 
фаммы исключены наиболее сложные для восприятия понятия, 
факты и доказательства, например, рекурентные соотношения, про­
изводящие функции, асимптотические оценки, тема «Проблемы раз­
решимости», изучение которых не является необходимым для обу­
чения инженерно-техническим специальностям.
Эта профамма обучения ДМ по базовому профилю также слу­
жит дополнением к действующей функционально-ориентированной 
профамме обучения по математике в 10 -  11-х классах и направлена 
на формирование первоначальных представлений о многообразных 
методах как «непрерывной», так и дискретной математики, приме­
няемых в решении инженерно-технических проблем. Методические 
особенности отражения в профамме структурно-схемных понятий 
позволяют усмотреть выбор дидактических принципов обучения и 
конкретные способы осуществления преемственности и поэтапности 
обучения, весьма важные именно для этого профиля обучения. В 
профамме приведены ссылки на учебные и другие издания, содер­
жание которых посильно для восприятия школьников.
В соответствии с целями обучения по базовому профилю (см. 
гл. 3, § 6) и профессиональной ориентацией учащихся предпрофиль- 
ное обучение, на наш взгляд, целесообразно осуществлять один 
учебный год (в 9-м классе).
На обучение по профамме для реализации целей обучения 
предусматривается 1чвнеделю  в 9-м классе и 2 ч в неделю в 1 0 - 
11-м классах.
§ 3. Содержание обучения дискретной математике 
по общему профилю
Как было установлено выше (см. гл. 3, § 6), в общем профиле 
обучения нецелесообразно проводить предпрофильное обучение. Тем
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не менее желательно в 9-м классе изучить раздел «Необычная мате­
матика» программы обучения ДМ по общему профилю (прил. 3).
Программа обучения по данному профилю не является сокра­
щенным вариантом программы обучения по математическому или 
базовому профилю. Целью программы обучения ДМ по общему про­
филю является ранняя пропедевтика изучения ряда методов: систе­
матизации и структуризации информации по проблеме, формализо­
ванного описания или представления процессов или систем (эконо­
мических, социологических), перевода с одного языка описания на 
другой и т.д.
Ориентиром для разработки программы обучения ДМ по базо­
вому профилю служили понятия и факты, описанные в направлении 
обучения на экономических и управленческих специальностях (см. 
гл. 2, § 6). Они дополнены комбинаторными понятиями и фактами, 
необходимыми для полноценного овладения важными для данного 
профиля методами статистического и имитационного моделирования 
[218].
В программе с учетом типичных знаний учащихся, на наш 
взгляд, реализована попытка разумного сочетания дидактических 
принципов обучения, в частности принципов научности, генерации 
знаний, преемственности, обучения по спирали. При составлении 
про1раммы было учтено и то, что обучение математике нельзя заме­
нять обучением ее приложениям и при изложении необходимо со­
блюдать внутреннюю логику самой математики. Образно говоря, при 
разработке программы был исключен принцип «чего изволите, со­
циологи, экономисты, гуманитарии и т.д.?».
Исходя из этого в программе не предусматривается системати­
ческое изучение формальной математической сути структурно­
схемных понятий и фактов и математических доказательств, тре­
бующих строгих математических рассуждений и преобразований. 
Действительно, название «общий» нацеливает на изучение идейной
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сути соответствующих структурно-схемных понятий и фактов, име­
ющих общеобразовательное значение. Как показывает анализ содер­
жания учебников [98.177,189,278] и другой разнообразной литера­
туры [35, 67, 141], к числу таких понятий и фактов относятся прежде 
всего понятия и факты математической логики, некоторые понятия и 
факты современной алгебры, комбинаторики, начальные элементы 
теории формальных математических языков (которые и положены в 
основу программы). Важную роль в программе играют также понятия 
и факты теории графов, относящиеся к разряду «общеобразователь­
ных». Основная часть этих понятий и фактов приведена в описании 
направления обучения ДМ на экономических и управленческих спе­
циальностях.
Некоторые примеры математического моделирования на основе 
ДМ уже включены в рассмотренные выше программы обучения по 
математическому и базовому профилям. Соответствующие примеры 
методологического характера введены в программу обучения по об­
щему профилю (см. п. 4 раздела программы для 11-го класса).
В отличие от предыдущих программ, составить программу 
обучения ДМ по общему профилю, отвечающую всем перечисленным 
требованиям, очень сложно (в том числе и по причине пока «малой» 
практики преподавания ДМ на социально-экономических, гуманитар­
ных и других специальностях). На наш взляд, предлагаемая програм­
ма в основном соответствует этим требованиям.
На обучение по про!рамме для реализации целей обучения пре­
дусматривается всего 15 ч в 9-м классе и 1 ч в неделю в 10 -  11-м клас­
сах, что является вполне реальным в рамках регионального и школь­
ного компонентов базисного учебного плана.
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§ 4. Особенности методики изучения понятия графя
О появившейся совсем недавно учебной литературе по ДМ 
для учащихся колледжей и техникумов, а также для студентов эко­
номических, естественнонаучных и других специальностей вузов 
[65, 10, 259, 189] широко применяется формальный подход в изло­
жении понятий и фактов теории графов, неправомерно «унаследо­
ванный» из учебников по ДМ для подготовки математиков и специа­
листов по СКМ и КТ. Например, в учебном пособии Г.А.Гончаровой 
и А.А.Мочалина [65] в процессе изложения (с весьма неудачной 
ссылкой на Эйлера) задачи о кенигсбергских мостах сначала появ­
ляются точки и линии, «обозначающие» части суши и мосты, а далее 
приводится следующее определение графа: «Пусть на плоскости за­
дано некоторое множество вершин X  и множество U соединяющих 
их дуг. Гоафом называют бинарное отношение множества X  и мно­
жеств U : G = (X\U)  или, иначе, f : X - * Y .  Здесь /  -  отображение 
инциденции» [65, с. 71].
Следует отметить, что задолго до этого дастся стандартное 
формальное определение бинарного отношения на множестве как 
подмножества декартова квадрата этого множества. Таким образом, 
становятся очевидными некорректность и терминологические по­
грешности приведенного формального определения.
Такой формальный подход в определении графа усугубляется 
большим числом различных определений, обычно весьма сжато из­
лагаемых на нескольких страницах. Например, в учебнике Г.Г'.Асе- 
ева, О.М.Абрамова, Д.Э.Ситникова [10] на четырех страницах при­
водятся определения 33 (!) понятий. Все это в совокупности отяго­
щает существующий сегодня терминологический разнобой в учебной 
и научной литературе по теории графов. В связи с этим возникают
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вопросы: с какого возраста и как изучать начальные понятия и факты 
теории графов?
Первоначальное изучение некоторых графов может быть осуще­
ствлено в 5 -  7-м классах [43,49,74,132], а первоначальное знаком­
ство с графами -  даже в начальной школе [25, 161, 208]. При этом 
первоначальное знакомство с графами целесообразно на основе ис­
пользования их как цветных иллюстраций отношений между элемен­
тами множеств различных предметов (отношений родства, порядка и 
т.д.), выделения существенных связей между множествами предметов 
(например, взаимно-однозначных соответствий), а также решения 
простейших логических, комбинаторных, игровых и других занима­
тельных задач.
Как уже отмечалось выше (см. гл. 4, § 5), при первоначальном 
изучении некоторых графов в 5 — 7-м классах необходимо привести 
первые примеры и  свойства связных, эйлеровых, гамильтоновых'гра­
фов и деревьев [43, 49, 74, 132]. При этом знакомство с простейшими 
графами указанных видов должно происходить в процессе решения 
задач с занимательными и практическими сюжетами. Например, в 
учебном пособии Л.П.Конновой [132], специально посвященном пер­
воначальному изучению графов, содержится серия из более чем 8 ви­
дов задач (логических, комбинаторных и др.), благодаря которым объ­
емное многословное описание разнообразных сложных связей меж­
ду элементами множеств предметов легко иллюстрируется с помо­
щью графов. При этом учащиеся на интуитивном уровне знакомятся с 
зависимостями между числом ребер и вершин, зависимостью свойств 
графа от степеней его вершин.
В соответствии с программами профильного обучения ДМ сис­
тематическое изучение понятия графа, основных видов графов и их 
свойств необходимо на этапе предпрофильного обучения в 8 -  9-м 
классах. При этом должна быть осуществлена целенаправленная
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пропедевтика изучения в 10-м классе бинарных отношений и алго­
ритмов.
К сожалению, в методике изучения элементов теории графов в 
большинстве изданий для учащихся средних учебных заведений (см., 
например, [65,10]) такой пропедевтики не предусматривается.
На основе вышеизложенною можно предложить следующую 
схему изучения элементов теории графов [211].
В 8-м классе в начале этапа предпрофильного обучения важно 
предусмотреть несколько наиболее ярких занимательных и практи­
ческих задач, в процессе решения которых учащиеся изучат поня­
тия вершины, ребра и степени вершины графа, а также на интуитив­
ном уровне познакомя тся с понятием связною 1рафа. Далее на осно­
ве решения занимательных и практических задач с сюжетным тек­
стом обеспечивается постепенное изучение понятий маршрута, це­
пи, цикла, связною графа, эйлерова и гамильтонова графа Доказы­
ваются признак эйлерова графа и теорема о том, что в любом графе 
имеется четное число вершин нечетной степени. При этом доказа­
тельства возникают как естественное продолжение и обобщение ре­
шения ранее разобранной задачи.
В 9-м классе изучаются определения маршрута, связною графа, 
дерева, равных (изоморфных) графов. Доказываются следующие 
теоремы:
Теорема 1 (признак связного графа). Граф с п вершинами свя-
п - \зен, если степень каждой его вершины не менее —— .
Теорема 2 (признак дерева). В любом дереве нет циклов.
(Напомним, что вершина а 1рафа называется висячей, если 
существует только одна вершина графа, смежная с а ).
Теорема 3 (о висячей вершине). В любом дереве есть висячая 
вершина.
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Теорема 4 (о числе ребер дерева). В дереве число ребер на 
единицу меньше числа вершин.
Теорема 5 (об удалении ребра). При удалении любого ребра 
дерева получается несвязный граф.
Кратко охарактеризуем методические особенности изложения 
перечисленных понятий и теорем.
Маршрут в графе G определяется как последовательность ре­
бер (v,,v,), (Vj,Vj), (v„v4) , ..., (v„_,,v„) с началом v, и концом v„.
Говорится, что этот маршрут соединяет вершины v, и v„. Да­
лее приводятся примеры маршрутов и примеры последовательностей 
ребер, не являющихся маршрутами. Начать можно с примера графа 
Г  (рис. 2), в котором последовательность ребер (о, у), (у,с), (c,d ) 
является маршрутом, соединяющим вершины a n d .
Далее отмечается, что в маршруте каждые два соседних, запи­
санных рядом ребра имеют общую вершину. Но не всякая такая по­
следовательность ребер графа является маршрутом. Приводится при­
мер последовательности ребер, не являющейся маршрутом.
Один из возможных примеров -  последовательность ребер 
(я,у),(Ь,у), (с,v), (v,d) графа А,  в которой каждые два соседних 
ребра имеют общую вершину. Однако эта последовательность ребер 
не является маршрутом, соединяющим вершины a n d .  Действи-
Граф Г 1
3
Рис. 2 Рис. 3
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тельно, по определению маршрута общая вершина v двух соседних 
ребер (<ar,v),(f>,v) должна быть записана в другом месте: (n,v), (v,b).
Объяснение определения связного графа начинается со сле­
дующего примера.
Пусть вершины графа обозначены числами 1, 2, 3, 4, 6,12. 
Две вершины п и т  образуют ребро (п,т) тогда и только тогда, ко­
гда одно из чисел п, т делится нацело на другое. Очевидно, в графе 
имеется 12 ребер (1,1), (2,1), (3,1), (4,1), (6,1), (12,1), (4,2), (6,2),
(6,3), (12,3). (12,4), (12,6) (рис. 3).
Далее даются определения понятий цепи и связанных вершин.
Маршрут (1,2), (2,4), (4,12) является цепью, т.е. маршрутом, в 
котором все ребра различны. Всего в графе имеется восемь цепей, со­
единяющих вершины 1 и 12. Две вершины а и b графа называются 
связанными, если существует цепь, соединяющая вершины а и b .
Определение. Граф называется связным, если любые две его 
вершины связанные.
Сообщается, что граф на рис. 2 связный, поскольку есть цепь, 
соединяющая любые две вершины из множества {a,b,c,d,v}. Граф на 
рис. 4 несвязный, поскольку нет цепи, соединяющей вершины Ь. р.
Доказательство признака связного графа предваряет задача
Задача В-стране Океании 11 
островов. Каждый из островов со­
единен мостами не менее чем с 
пятью другими. Доказать, что с 
любого острова можно добраться 
пешком через мосты до любого 
другого.
Доказательство начинается с 
предположения, что найдутся два таких острова, которые не связаны 
пешеходным маршрутом, проходящим через мосты. Прилагается изо­
d  с g
Граф С
Рис. 4
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бразить эти два острова точками А и В, а линиями мосты, соединяю­
щие эти острова с другими (рис. 5). Каждый из этих островов связы­
вают с другими островами не менее пяти мостов, что и показано на 
рис. 5. Поэтому в Океании есть не менее 12 островов. Отсюда уча­
щиеся легко обнаруживают противоречие условию.
Объясняется, что граф, вершинам 
\  которою соответствуют острова, а реб-
\  рам -  дороги, является связным. Иными
" словами, граф островов и мостов Океа-
< /  нии связен, т.е. для любых двух его вер-
J  шин существует цепь, их соединяющая.
После решения задачи учащимся бу-
Рис. 5 дет легко понять, как аналогично доказы­
вается следующая теорема.
Теорема (признак связного графа). Граф с п вершинами связен,
п - 1если степень каждой его вершины не менее — -.
Для облегчения восприятия доказагсльсгна учащимся после ана­
логичного предположения о том, что существуют две такие вершины 
А и В. для которых нет цепи, их соединяющей, следует предложить
П — 1обозначить степени вершины А и вершины В через т = ——  • Тогда
учащимся будет легче понять, что по определению степени вершины 
из вершины А , как и из вершины В , выходит не менее т ребер (где 
m записано уже не в виде дроби).
Для доказательства других теорем используегся тот же методи­
ческий прием (сюжетный фактор).
Дерево определяется как граф, в котором любые две вершины 
соединены ровно одной цепью, состоящей из различных вершин.
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Наконец, охарактеризуем методические особенности изучения 
важнейшею понятия изоморфных 1рафов.
Практика показывает, что типичное определение изоморфных 
графов на основе взаимно-однозначного отображения множеств весь­
ма трудно воспринимается учащимися даже 11-х классов. Поэтому 
было предложено следующее определение: «Два графа называются 
изоморфными, если у них поровну вершин (но я), и вершины каждо­
го графа можно занумеровать числами от 1 до п так, чтобы вершины 
первого графа были соединены ребром тогда и только тогда, когда 
соединены ребром соответствующие (занумерованные теми же чис­
лами) вершины второго графа» [210, с. 34].
Однако выяснилось, что учащиеся 7 -  9-х классов трудно вос­
принимают оборот «тогда и только тогда» и значения слов «изомор­
физм» и «соответствующие». Это возможно устранить следующим 
образом.
Сначала можно предложить задачу о соединении населенных 
пунктов а, Ь, с, d (рис. 6) дорогами так, чтобы существовал единст­
венный маршрут, связывающий любые два пункта. Для этого рас­
сматриваются графы, вершины которых обозначают населенные 
пункты, а ребра -  дороги, их соединяющие. С помощью этих графов 
(см. рис. 6) изображаются все возможные варианты прокладки дорог.
Выбор того или иного варианта зависит от разных обстоя- 
тельств, например, от стоимости каждой дороги, соединяющей пунк­
ты.
Затем учащимся предлагается представить, что буквы я , Ь, с, 
d обозначают сигнальные устройства пункта охраны. Требуется ука­
зать схему, в которой радиосигнал, поступивший на одно из уст­
ройств, мог бы передаться единственным способом на все другие уст­
ройства
146
тл
Ь а “----- Ъ a J
> . а . .  ____ < 1 . ^
Ж 3
а Ь а Ъ
м
Ъ а
d с d с
d с 
н
" Ш
Л л. и
аР\. Р ^  а 1 у Ч ^ —■> Ь а а——у  Ь
( J  d с d  с» ^  d  с « ^ — » d
Рис. 6
Объясняется, что при передаче радиосигнала расположение 
устройств и расстояние между устройствами безразлично. Поэтому 
можно не учитывать обозначение устройств на схеме. Тогда можно 
указать только две схемы, принципиально отличающиеся друг от дру­
га: схему последовательной передачи сигнала граф А и схему переда­
чи сигнала через одно и то же устройство, обозначенное лс, -  граф В 
(рис. 7).
4
Граф А Граф В
Рис. 7
Сообщается, что графы А 
и В отличаются друг от друга 
не только числом вершин, но и 
числом ребер. Кроме этого, у 
них может быть различие в рас­
положении ребер, как, напри­
мер, у графов на рис. 6, б и е.
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Однако среди всех графов имеются одинаковые или равные графы 
(как и среди всех треугольников имеются равные треугольники). Да­
лее ученикам заедается вопрос о том, какие же графы считаются рав­
ными.
Для ответа на тгот вопрос ирсдла'астся рассмотреть произволь­
ный граф с п вершинами и занумеровать его вершины числами от 1 
до п (для графа А на рис. 7 п -  4). Далее сообщается, что ребро гра­
фа, соединяющее вершины / , j ,  обозначается (/, j)  в случае /<  j . 
Если же j  < i , то ребро обозначается (j,i). Замечается, что у графа А 
ребро, соединяющее вершины 2 и 3, обозначается (2,3), а не (3,2), 
поскольку 2<3.  Поэтому каждому ребру (i,j) графа соответствует 
точка (/, j )  на координатной плоскости Оху. Так, трем ребрам (1,2),
(2,3), (3,4) графа А соответствуют три точки (1,2), (2,3), (3,4) (рис. 
8). Таким образом, с помощью этих точек можно записать всю ин­
формацию о ребрах: число ребер и то, какие вершины соединяет каж­
дое ребро.
После этого рассматриваются графы Г, и Г2 с одинаковым 
числом вершин и ребер (рис. 9). Задается вопрос: можно ли зану­
меровать вершины каждого графа так, чтобы ребрам графа Г, и графа 
Г2 соответствовало одно множество точек на координатной плоско­
сти Оху?
3--
4
о
2- .(1,2) 
1 Гр?А Г
0 1 2 3 4 х
Рис. 8 Рис. 9
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Конечно, да. Учитель демонстрирует, как занумеровать верши­
ны каждого графа и изображает точки, соответствующие ребрам каж­
дого из графов (рис. 10 и П).
И наконец, только теперь можно дать определение равных гра­
фов.
Определение. Графы г и с  с одинаковым числом элементов на­
зываются равными, если вершины каждого графа можно занумеро­
вать так, чтобы ребрам г  и ребрам G соответствовало одно и то же 
множество точек на координатной плоскости.
Для проверки усвоения знаний учащимся предлагается нерав­
ные графы называть различными графами, а также проверить, равны 
ли графы представленные на рис. 6, 7, 11. В результате учащиеся еще 
раз могут убедиться, что графы А, В на рис. 7 не являются равными, 
а графы, изображенные на рис. 6, можно разделить на графы, равные 
графу А , и графы, равные графу В .
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§ 5. Особенности методики изучения первых понятий 
и фактов комбинаторики
Н.Я.Виленкин в книге «Популярная комбинаторика» [33] 
впервые доступно изложил для учащихся старших классов основ­
ные элементы комбинаторики, которые впоследствии вошли в раздел 
«Элементы комбинаторики» факультативного курса «Избранные во­
просы математики» [104]. В дальнейшем методика изучения комби­
наторики постепенно усовершенствовалась [43, 49, 105 и др.]. В 
учебники по математике для средней ппсолы под редакцией 
Г.В.Дорофеева впервые были включены элементы комбинаторики.
Благодаря методике изложения, примененной в этих книгах, 
достигается максимальная вовлеченность учащихся в работу с сю­
жетным текстом. В результате происходит постепенная итстрация 
когнитивных структур в мышлении учащихся -  развитие от простого 
к сложному.
К сожалению, в имеющейся учебной литературе по ДМ для 
колледжей и техникумов, а также для студентов экономических и 
других специальностей вузов в изложении комбинаторики преобла­
дает формальный подход. Приведем один достаточно характерный 
пример.
«Пусть X  -  конечное множество, содержащее п элементов. 
Такое множество в комбинаторике именуют и-множеством X  или 
п -Х  множеством.
Мы будем строить размещения на основе постановок задач вы­
бора и расположения.
Запишем эти задачи вначале в их простейшей формулировке.
Начнем с задачи выбора. Пусть задано п -Х  множество. 
Можно считать, что в качестве элементов п -Х  = {х1,...,хг) имеем 
пронумерованные шары, помещенные в непрозрачную урну. Требу­
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ется построить комбинаторную конфигурацию -  множество Y всех 
возможных вариантов выбора одного шара без повторений. При этом 
порядок представления элементов в множестве Y существенным не 
является» [10, с. 61J.
Формализованное изложение приведенного отрывка с терми­
нами «конфигурация» и « п - Х множество» (утяжеленное индексаци­
ей его элементов, обозначением У) и неожиданную замену «шаров» 
на «письма» в следующем примере нельзя считать удачными, даже с 
учетом восприятия учащихся выпускных математических классов, 
которым в первую очередь адресована книга Г.Г.Асеева, О.М.Аб- 
рамова, Д.Э.Ситникова [10]. Кстати, неудачный термин « л-ЛГмно­
жество» встречается, по-видимому, только у этих авторов, поскольку 
классическими общепринятыми, в том числе и в комбинаторике, яв­
ляются другие приемы указания числа элементов множества («п-  
элементное», использование оборота «пусть дано» и т.д.).
Б госстандартах среднего профессионального образования для 
некоторых специальностей вообще не предусматривается изучение 
элементов комбинаторики, что, как обосновано выше, крайне необ­
ходимо для развития комбинаторной компоненты мышления.
С учетом перечисленных распространенных недостатков из­
ложения предлагаем следующую методику изучения первых комби­
наторных понятий и фактов в 8-10-х классах в рамках концепции 
предпрофильного обучения ДМ.
Сначала осуществляется пропедевтика изучения правил сум­
мы и произведения. При этом происходит чередование задач на ка­
ждое из правил, а затем даются задачи на совместное применение 
обоих правил [49, 105]. В результате этого у учащегося должно вы­
работаться понимание того, «в какой ситуации при подсчете вариан­
тов следует перемножать, а в какой -  складывать» [49, с. 18]. При­
ведем наиболее простые задачи такого типа [211].
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1. В продуктовом магазине сеть 4 сорта шоколада и 3 сорта мо­
роженого. Сколькими способами можно купить шоколад и моро­
женое?
2. Сколькими способами можно выбрать гласную или соглас­
ную букву в слове «кабинет»?
3. В футбольной команде из 11 человек нужно выбрать капита­
на и его заместителя. Сколькими способами это можно сделать?
4. Сколько диагоналей имеется у выпуклого десятиугольни­
ка?
Далее в процессе решения специально подобранных задач 
(см., например, [43, 49}) изучается метод перебора в решении не­
стандартных задач. Для облегчения восприятия метода перебора це­
лесообразно предварительно решить несколько задач на метод пере­
бора, применяемый при решении простых уравнений с параметрами, 
задач на свойства чисел, уравнении в целых числах. Приведем наи­
более характерные задачи такого вида [43,49,211].
1. Решить уравнения с параметром а\
а )а (х -2 )  = 1; б) ах = 2а2; в )х2- 2 х + а  = 0.
2. Найти все двузначные числа, каждое из которых равно ут­
роенному квадрату второй своей цифры.
3. Найти все натуральные числа п, при которых выражение
п+Ъ есть целое число.
л -1
4. Найти все пары натуральных чисел х, у  , для которых вер­
но равенство Зх +11у = 50.
5. Найти все пары целых чисел х, у,  для которых верно равен­
ство: а) 4х2 =12+у2; б) х2 + у г =4х+1.
6. В лыжных соревнованиях, в которых участвовало 100 
спортсменов, все спортсмены получили номера от 1 до 100. Сколько 
спортсменов получили номера с цифрой 5?
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7. Дважды бросается игральная кость, т.е. куб с пронумеро­
ванными гранями. Найти число случаев, в которых сумма выпав­
ших очков может бьггь равна 10.
8. Сколько нулей в записи числа, равного произведению пер­
вых 100 натуральных чисел?
9. Сколько имеется квадратных трехчленов ах2 + Ьх+с = 0 с 
коэффициентами а ,Ь ,  с из множества {а,Ь,с}?
10. Петя забыл последние две цифры в шестизначном номере 
телефона одноклассника. Сколько различных звонков придется сде­
лать Пете в самом неудачном случае, чтобы дозвониться до одно­
классника?
11. Найти число треугольников с вершинами в пяти точках, из 
которых никакие три не лежат на одной прямой.
На основе материала, пройденного в 9-м классе, можно начать 
изучение правил нахождения суммы и произведения двух множеств. 
При этом желательно предварительно решить несколько задач, на­
пример, таких, как две следующие.
Задача 1. Каждый из трех островов реки связан с обеими бере­
гами мостом. Найти число мостов, связывающих острова с берегами.
В решении представляется удачным для восприятия обозначе­
ние островов буквами А, В,  С, а берегов -  цифрами {1,2}. Далее 
учащимся предлагается рассмотреть множества {А, В,  С) и {1,2} и 
выписать все возможные пары (jc,>), где х е { А ,  В,  С)и  у  е  {1,2}: 
(Л,1), {В, 1), (С, 1), {А,2), (В,2), (С,2).
После этого отмечается, что каждой такой паре (л, у) соответ­
ствует мост, связывающий остров х с берегом у . Подсчитав число 
этих пар, учащиеся получают ответ: 6.
Задача 2. Каждый из четырех складов должен быть соединен 
напрямую линией телефонной связи с каждым из трех цехов завода.
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Найти число линий телефонной связи, соединяющих эти склады и 
цеха.
После решения этих задач легко воспринимается определение: 
произведением Х у У множеств X  и У называется множество все­
возможных пар (х,у), где первый элемент х  пары есть элемент мно­
жества X ,  второй элемент у  есть элемент множества У.
Благодаря предварительно решенным задачам легко доказать, 
ягто справедлива следующая теорема:
Теорема (правило произведения). Пусть множества X  и У со­
стоят из л и т элементов, соответственно. Тогда произведение 
Х у. У состоит из п т элементов.
С учетом знаний, полученных в 8-м, 9-м и 10-м классах, изу­
чаются перестановки, размещения и сочетания и выводятся фор­
мулы для подсчета числа этих основных конфигураций. При этом 
полезно давать задачи с некорректной формулировкой. Наиболее ха­
рактерной задачей такого типа является, например, следующая зада­
ча [118].
Задача. Для обеспечения одного из вариантов работы завод­
ского конвейера необходимо последовательно нажать две из трех 
различных кнопок, обозначенных на пульте управления буквами р , 
q и s. Сколько может существовать различных вариантов работы 
конвейера?
На этот вопрос даются различные ответы в зависимости от 
уточнения его формулировки:
1) предусмотрен ли вариант работы, для включения которого не­
обходимо нажать дважды на одну и ту же кнопку р , т.е. вариант рр ?
2) существуют ли варианты, отличающиеся порядком нажатия 
кнопок р  и s? Иными словами, возможны ли варианты ps или sp l
Как показывает практика [49,105,211], при определении пере­
численных конфигураций у учащихся вызывает трудности исполь-
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зование обобщенного правила произведения множеств и определяе­
мого затем термина «кортеж», общепринятых в современной абст­
рактной алгебре. Вместо этого, например, используется понятие 
«(упорядоченного) подмножества из к элементов «-элементного 
множества» [49] и понятие «комбинации к элементов «-элементного 
множества» [105].
Наиболее целесообразно доказать сначала формулу для под­
счета числа размещений, а затем числа перестановок. Из этих фор­
мул следует формула для подсчета числа сочетаний.
Восприятие доказательств могут значительно облегчить соот­
ветствующие задачи [43, 49, 104, 105], в процессе решения которых 
предварительно уясняется метод или суть доказательства.
Доказательство бинома Ньютона наиболее просто провести на 
основе метода математической индукции и треугольника Паскаля 
[104].
§ 6. Особенности методики изучения понятия 
бинарного отношения
Методические основы изучения понятия бинарного отноше­
ния были разработаны в факультативном курсе для учащихся 10-х (в 
нумерации 1979 г. -  9-х) классов [104]. Изложение начиналось с по­
нятия соответствия между элементами, разъясняемого с помощью 
удачно подобранных примеров и задач. Затем без использования де­
картова квадрата множества на основе понятия соответствия объяс­
нялось понятие бинарного отношения. Важно то, что при этом учи­
тывались типичные знания и представления учащихся, соблюдалась 
разумная строгость, а также систематичность и последовательность в 
изложении всего содержания темы.
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На основе этой методики в несколько иной форме эта тема 
представлена в методической разработке ЕАПерминова, предназна­
ченной для студентов технического вуза [210]. В ней вначале приво­
дятся многочисленные примеры бинарных отношений из школьной 
программы, на основе которых затем изучаются свойства бинарных 
отношений. Некоторые бинарные отношения на конечном множестве 
изображаются точками в декартовой системе координат, что исполь­
зуется для определения декартова квадрата множества и бинарного 
отношения.
Отметим, что интересные методические особенности в изло­
жении темы имеются в учебном пособии В.Я.Турецкого для сгуден- 
тов-гуманитариев [278].
К сожалению, в немногочисленных учебных изданиях для 
учащихся техникумов и колледжей, а также для студентов вузов, не 
изучающих математику и ее приложения, понятие бинарного отно­
шения объясняется на неадекватном абстрактном уровне без опоры 
на типичные знания указанной в аннотации категории читателей. Так 
же как и в первых учебных изданиях по ДМ [59, 60, 312] для матема­
тических и других специальностей, связанных с приложениями ма­
тематики, в учебниках для управленческих специальностей (менед­
жеров) изложение начинается фактически сразу со стандартного 
формального определения бинарного отношения как подмножества 
декартова квадрата множества (причем на этой же странице анало­
гичным образом определяется и я-местное отношение).
На наш взгляд, изучение бинарного отношения нецелесооб­
разно начинать с рассмотрения соответствий между элементами раз­
личных множеств (в частности, с изучения отображений, образов и 
прообразов элементов). При этом представляется весьма удачным 
изображение отношений (соответствий) с использованием графов 
(см., например, [104]).
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С учетом особенностей этапов профильного обучения в 10 -  
11-х классах и объема отводимых на обучение часов можно предло­
жить следующую методическую схему научения понятия бинарного 
отношения в школах, колледжах и вузах (для специальностей, не свя­
занных с математикой и ее приложениями).
Сначала приводятся примеры отношений порядка на множест­
ве чисел, параллельности и перпендикулярности на множестве пря­
мых, отношения «делиться нацело» и т.д. В частности, поясняются 
записи а<Ь или a L b , означающие, что число b больше по отно­
шению к числу а или прямая Ь перпендикулярна по отношению к 
прямой а соответственно. Таким образом, элементы того или иного 
множества (чисел, прямых и т.д.) могут состоять между собой в ка­
ком-то отношении (быть больше, быть перпендикулярными и т.д.). 
Затем объясняется, что если элементы а и b некоторого множества 
А состоят в каком-то произвольном (пока неизвестном) отношении, 
то это кратко записывается так: apb, где а , b e  А.
Стало бьггь, если р  является отношением порядка на множе­
стве натуральных чисел N , то вместо «apb, а , Ь е А »  пишется, как 
и прежде, «а < Ь, о, b e N » .  Точно так же следует прокомментиро­
вать и другие рассматривавшиеся ранее отношения и еще раз под­
черкнуть, что символом р  принято обозначать любое отношение 
между элементами данного множества. Например, можно догово­
риться, что запись «арЬ» для множества А учеников класса обозна­
чает, что «ученик а дружит с учеником Ь», и учесть таким образом 
все пары друзей из класса. Если же -apb означает, что «населенный 
пункт а соединен дорогой с  населенным пунктом Ьъ, то следует 
записать а -b  вместо apb и с помощью уже изученного ранее поня­
тия неориентированного графа изобразить это отношение на рисун­
ке. В результате учащийся понимает, что неориентированный граф 
является бинарным отношением на множестве его вершин.
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Затем можно объяснить, что слово «би» в переводе с латинско­
го языка означает «два». Поскольку рассмотренные ранее отноше­
ния связывают между собой пары элементов, то по этой причине все 
такие отношения называются бинарными. Сообщить, что в матема­
тике изучаются тернарные, л-арные отношения, и пояснить это не­
большим числом примеров.
Далее следует обеспечить привыкание к использованию обыч­
ного обозначения р  бинарного отношения. Для этого целесообразно 
определить основные свойства бинарных отношений и предложить 
установить наличие этих свойств у отношений, неявно изучаемых в 
школьной программе или легко определяемых в рамках ее содер­
жания, а также отношений, задаваемых графами.
Приводятся формулировки определений следующего вида:
1. Отношение р  на множестве А называется рефлексивным, 
если справедливо ара для любого элемента а е  А.
2. Отношение р  на множестве А называется симметричным, 
если из истинности apb следует истинность Ьра для любых элемен­
тов a ,be  А. (Образно говоря, это свойство означает, что в записи 
« apb» элементы а и Ъ можно поменять местами.)
3. Отношение р  на множестве А называется антисимметрич­
ным, если для любых элементов a,be А из истшшости apb и Ьра 
следует а = Ь. (Это свойство означает, что в записи «apb» различ­
ные элементы а и b менять местами нельзя.)
4. Отношение р  на множестве А называется антисимметрич­
ным, если для любых элементов а,Ь,с е  А из истинности apb и Ьрс 
следует истинность арс.
После этого можно выполнить упражнение.
Упражнение. Какими из свойств 1 -  4 обладают следующие 
бинарные отношения:
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а) a,b  e N и арЬ означает, что а<Ь;
б) а ,Ъ -  прямые на плоскости, и арЬ означает, что а\\Ь;
в) с, d -  прямые на плоскости, и cpd означает, что с I d ;
г) m , n e N  и трп означают, что т делится нацело на п 
(кратко т:п);
д ) х , у е й и  хру  означают,что ху = 0;
е) х , у € R и хру  означают, что (х + у)2 -  х2 + у 2;
ж) х, у  е R и хру  означают,что | jc|=)у|.
Используя изученное ранее правило произведения множеств, 
можно ввести понятие декартова квадрата множества Изложение 
должно идти примерно следующим образом.
Определение 1. Пусть А -  некоторое множество. Декартовым 
квадратом А2 множества А называется множество всевозможных 
пар, составленных из элементов этого множества.
Пусть дано множество чисел А = {1,2,3,4}. Тогда множество 
всевозможных пар, составленных из элементов А , можно изобразить 
точками в декартовой системе координат (рис. 12). Множество А2 
состоит из пар чисел, являющихся координатами изображенных на 
рисунке точек. Отсюда понятно, почему рассматриваемый квадрат 
множества называется декартовым.
у а Определение 2. Бинарным отношением на
? « , „ множестве А называегся любое подмножест-j f j !
4  i 4 I во декартова квадрата А2 множества А. На-i i ! I
4 1 ] |  пример, отношение порядка на множестве чи-
|  сел (1,2,3,4} есть множество пар ((1,1),(1,2),
(1,3), (1,4), (2,2), (2,3), (2,4), (3,3), (3,4), (4,4)}.
 jk...
0 1 2 3 4 я
Рис 12 Ьсли вместо, например, (1,2) и (1,3) писать
1<2 и 1<3, то мы увидим за обозначением пары (аъЬ) привычную 
запись а<Ь.
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Заметим, что отношение равенства на множестве {L, 2,3,4} со­
стоит из пар {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4)}.
Бинарное отношение на множестве принято также обозна­
чать греческими буквами а ,  0 ,  у ,  р  и т.д. Например, пусть за­
пись apb означает, что « а делится нацело на 6 », где а , b е  {2,3,6}. 
Ясно, что бинарное отношение р  состоит из пар (6,6),(6,3),(6,2),
(3,3),(2,2).
Определение 3. Бинарные отношения на одном и том же мно­
жестве называются равными, если они образованы одним и тем же 
множеством пар.
Далее можно привести примеры бинарных отношений, являю­
щихся графами, примеры таких отношений из окружающей (школь­
ной) жизни (см., например, [104,210,234]).
В заключение следует объяснить, что функции и геометричес­
кие отображения являются бинарными отношениями, обладающими 
одним легко определяемым свойством. Это способствует построе­
нию профильного курса ДМ, при котором будет обеспечено гармо­
ничное обучение всей системе методов математического моделиро­
вания, основанных как на «непрерывной», так и дискретной матема­
тике.
§ 7. Особенности методики изучения понятий 
алгебраической операции и алгебры
Сразу отметим, что изучение понятий алгебраической операции 
произвольной «природы» и алгебры не предусматривается как в дей­
ствующих программах для общеобразовательных учебных заведений 
(в том числе для школ и классов с углубленным изучением математи­
ки), так и в программах факультативных занятий. По этой причине
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методика изучения указанных понятий в профильном обучении в 
школе до сих пор целенаправленно не разрабагывалась. Возможно, 
опубликование новых примерных учебных планов профильного обу­
чения [288] позволит изменить существующую ситуацию.
Впервые понятие алгебраической операции, удовлетворяющей 
аксиомам группы (групповой операции), популярно изложил 
П.С.Алексацдров [4]. В качестве основы им использованы наглядные 
понятия группы вращений правильного треугольника и квадрата, яв­
ляющиеся их самосовмешениями и различающиеся только положе­
нием вершин. Доступность в изучении понятия данной операции 
обеспечена также за счет применения группы целых чисел по сложе­
нию, ipymi подстановок, lpynn вращений 1еомегрических фшур и 
правильных многогранников и других тел. Все это позволило изло­
жить различные свойства этой операции и вытекающие из них эле­
ментарные понятия и факты теории групп (понятие циклической 
группы и нормальной подгруппы, теорема Кэли, изоморфизм групп, 
система образующих и т.д.).
Важная методическая особенность книги для факультативного 
курса обучения математике [287] заключается в том, что групповая 
операция предстает как композиция геометрических преобразований 
плоскости. Ого обеспечивает наглядность в изучении основных абст­
рактных свойств шнебраической операции. Построение 1рафиков 
функций элементарными преобразованиями обеспечивает преемст­
венность в изучении групповой операции.
Э. Фридом на доступном для восприятия школьников уровне 
рассмотрены кольца, тела, модули, решетки, булевы алгебры. Мето­
дический интерес представляют новые простые примеры групп, ил­
люстрируемое графами изложение групп движений на плоскости, 
подгрупп, полугрупп, колец на основе примеров колец четных и ве­
щественных чисел, изучение многочленов с коэффициентами из раз­
личных числовых множеств, первые примеры решеточных операций.
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А.Я.Блох, А-А.Бухштаб [21] предложили интересные методи­
ческие особенности определения кольцевой операции на основе по­
нятий и фактов из школьной программы. В частности, удачно изло­
жены свойства замкнутости такой операции и приведены интересные 
примеры кольцевых операций. На основе понятия координатной 
плоскости раскрывается геометрический смысл операций элемен­
тов кольца { x , y e Z \ x + у  Л ) ,  прослеживается связь диофантовых 
уравнений с понятиями кольца и поля.
Впервые популярное определение произвольной алгебраиче­
ской операции дал В.В.Деменчук [79]. Рассмотрим применяемые им 
интересные методические особенности изучения этого понятия.
Вначале с помощью стрелок и точек изображаются отобра­
жения конечных множеств и изучаются свойства иньективности, 
сюрьективности, биективное™ этих отображений. Затем изучаются 
композиции подстановок и преобразований конечных множеств, за­
писываемых как подстановки в виде такой же таблицы (с возможно 
некоторыми равными элементами во второй строчке). Доказывает­
ся, что суперпозиция двух инъективных (сюрьективных, биектив­
ных) преобразований множества есть инъективное (сюрьективное, 
биективное) преобразование этого множества.
Далее со ссылкой на примеры операций на числовых множе­
ствах, с векторами, с подмножествами данного множества и с пре­
образованиями данного множества отмечается, что все эти опера­
ции обладают одной характерной особенностью, заключающейся в 
следующем: «всякий раз каждым двум элементам некоторого мно­
жества, взятым в определенном порядке (двум числам, двум векто­
рам, двум подмножествам, двум преобразованиям), ставится в соот­
ветствие по некоторому правилу определенный элемент (число, век­
тор, подмножество, преобразование) из этого же множества» [79, 
с. 54]. Эта особенность иллюстрируется конкретными примерами
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выполнения этих операций с элементами перечисленных мно­
жеств. Процитируем общее определение, данное В.В.Деменчуком.
«Замеченная нами закономерность для рассмотренных опе­
раций приводит к естественному общему определению операции.
Пусть М  -  некоторое множество. Если каждым двум элемен­
там множества М  (одинаковым или различным), взятым в опреде­
ленном порядке, ставится в соответствие по некоторому правилу 
определенный элемент из этого же множества, то такое соот­
ветствие называется алгебраической операцией, заданной на мно­
жестве М .
Операции обозначются различными символами, например +,
—, . ,  х , ° * и т.д. Если алгебраическая операция, определенная 
на множестве М , обозначается символом * и двум элементам 
a,be М  (именно в таком порядке) ставится при этом в соответствие 
элемент с е  Л/, то пишут а*Ь = с и элемент с называют результа­
том операции » для элементов а и Ь .
Для наиболее употребительных операций зафиксированы обо­
значения. Например, сложение чисел обозначают символом +, пере­
сечение множеств символом с\ и т.д.» [79, с. 55].
После этого разъясняются признаки алгебраической операции, 
раскрывающие суть ее определения. В частности, констатируется 
факт существования результата операции и принадлежности его к 
заданному множеству (т.е. замкнутость операции), приводятся инте­
ресные примеры проверки наличия или отсутствия этих свойств су­
ществования и замкнутости. Например, проверяется существование 
результата операций сложения, вычитания, умножения и деления на 
различных числовых множествах, операции хДу = тах{х,у} на мно­
жестве натуральных чисел, операции х  > у = у на произвольном мно­
жестве и т.д.
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Изучается операция поворотов квадрата, являющихся его само- 
совметцениями, и способы задания алгебраической операции, в том 
числе и с помощью таблицы Кэли.
На основе всего изложенного определяется понятие группои­
да, приводятся многочисленные простые примеры группоидов. Рас­
сматривается свойство ассоциативности и сократимости операции 
группоида и определяется понятие полугруппы. Изучаются типичные 
алгебраические свойства элементов этих алгебр (свойства быть 
идемпотентом, симметричным, нейтральным, аннулирующим эле­
ментом).
Представленные методические особенности [4, 17, 21, 79, 287] 
создают основу для дальнейшей разработки методики изучения по­
нятия алгебраической операции и алгебры в 9 -  11-м классах сред­
них общеобразовательных учреждений. Исходя из этих особенностей 
предложим следующий вариант изучения этих понятий в 8 -  9-х 
классах.
«Для операции сложения на множестве целых чисел ъ спра­
ведливы законы:
1. (а +Ь) +с = а + (Ь +с) для любых а, Ь, с (сочетательный 
закон).
2. Существует такой элемент 0, что для любою элемента а 
справедливо равенство а+ 0  = 0 + а  = а (существование ноля 0).
3. Для любого элемента а существует такой элемент - а ,  что 
справедливо равенство а + (-а)  = {-а) + а = 0 (существование про­
тивоположного слагаемого).
Докажем справедливость этих законов для других изученных 
ранее операций сложения:
1) сложения остатков от деления целых чисел на три;
2) сложения вращений правильного треугольника;
3) сложения векторов.
Доказательство.
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1) Сложение остатков от деления целых чисел на три.
С помощью теоремы об остатке суммы легко составить табли­
цу 1 сложения остатков 0,1,  2 отделения натуральных чисел на 3.
Докажем сначала существование нуля
0. Заметим, что нулем 0 при сложении ос­
татков является остаток 0. Поэтому для 
проверки равенства а + 0 = 0 + я = я следу­
ет подставить в него вместо символа 0 ос­
таток 0:
Та6гаш11 „ + б = о + « = . .
Последовательно подставляя в а+ 0= 0+ а= а  вместо символа а его 
значения 0, 1, 2, убедимся в справедливости закона.
Для проверки закона а + (-а ) = (-а ) + д = 0 о существовании 
противоположного слагаемого необходимо подставить в это равенст­
во вместо символа 0 остаток 0: а + ( - а )  = (-а ) + а = б. Тогда очевид­
но, что для слагаемого а = 0 имеем противоположное слагаемое 
- а  = 0, для а = 1 имеем - а  = 3, для а = 2 имеем - а  = 2, для а = 3 
имеем - а  = 1.
Докажем сочетательный закон. Для этого необходимо подста­
вить в равенство (а + Ь) + с - а  + {Ь + с) вместо а, Ь, с всевозможные 
наборы их значений. По закону о существовании нуля 0 равен­
ство {а + Ь) + с -  а + {Ь + с) справедливо для всех наборов, содер­
жащих элемент 0:
(0+Ь) + с = Ь+с = 0+(Ь  + с); (а + 0 )+с  = о + с = о + (0+с);
(а + Ь) + 0 = а+Ь  = а + (Ь + 0).
Рассмотрим все наборы значений а, Ь, с, не содержащие 0: 
а = \; Ь = \; с = 1; а - 2; Ъ = 2; с = 2;
а = 1; Ь = 2; с = \; а = 2; Ь = 2; с = 1;
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+ 0 1 2
0 0 1 2
1 1 2 0
2 2 0 1
а = 1; 6 = 1; c = 2; a  = 2; 6 = 1; c = 2;
a = l; 6 = 2; c = 2; a  = 2; 6=1; c = l.
При o = l, 6 = 1, с = 1 получаем равенство (I+I)+I = I + (1+I). 
Очевидно, (1+I)+1 = 2+1 = 0 и l + (I+I) = I + 2 = 0, поэтому сочета­
тельный закон справедлив для указанного набора значений а , 6, с. 
Подставляя вместо а, 6, с последовательно все другие наборы их 
значений, убедимся в справедливости этого закона.
Итак, доказано, что для операции сложения остатков справед­
ливы законы 1-3.
2) Сложение вращений правильного треугольника.
Доказательство. Напомним таблицу сложения поворотов пра­
вильного треугольника, являющихся ею самосовмещениями (см. 
таблицу 2).
Для доказательства законов о су­
ществовании нуля 0 и существовании 
противоположного слагаемого подста­
вим в равенства а + 0 = 0+а = а, 
a + ( -a )  = (-a ) + a = О 
вместо символа ноля 0 поворот на 
нуль 1 раду сов. Тогда эти законы пере­
пишутся так: 
a + n0 = n0 + a = a 
a + (-a) = (-a ) + a = n0.
Очевидно, равенство а + нп = пп + а = а верно для любого поворота 
а из множества л0, л,, л1.
Проверим справедливость закона а + (-а) = (-а)  + a = л0. Для 
слагаемого а = /^ имеем противоположное слагаемое -а  = п0, для 
а = п, имеем - а  = л2, для a = «j имеем -в  = я,.
Докажем сочетательный закон. Для этого необходимо подста­
+ "о «1 «2
«0 «0 «2
«1 и. «2 %
«2 «2 «0 я.
Таблица 2
1бб
вить в равенство (а + Ь) + с -  а + (Ь + с) вместо а, Ь, с все возмож­
ные наборы их значений. По закону о существовании нуля 0 равенст­
во (a + b)+c = a+{b + c) справедливо для всех наборов, содержащих 
элемент п0:
+ 6)+с = 6 + с = и,, + (6 + с); (а+ Пр)+с = а + с = а+(п„ + с);
(а + b)+п0 = а + b = а + (Ь + п^).
Рассмотрим нее наборы значений а, Ь, с,  не содержащие п0: 
а = г\; Ь = ъ; c = t\\ 0 = 1^ ; Ь = пг; c = ra>;
а = г\\ Ъ^гц;, с = /\', a = /i*; Ь = пг; с = л,;
а = гц\ Ь = гц\ с = п2; а = п2-, 6 = л,; c = «jj
а = «,; Ь = п2\ с - п г\ а - гц ;  Ь = п1; c - t \ .
При а = г\, Ь = пг, с = я, получим равенство («,+»,) + «,= 
= «2 +«,-/%. Очевидно, (1 + 1) + 1 = 2 + ] - 0  и 1 + (1+1) = 1 + 2 = 0, по­
этому сочетательный закон справедлив для указанного набора значе­
ний а , Ь, с. Подставляя вместо а, Ъ, с последовательно все другие 
наборы их значений, убедимся в справедливости этого закона.
Напомним, что ранее изучались вращения квадрата и правиль­
ною пятиугольника, являющиеся их самосовмсщсниями. Точно так 
же, как и для вращений треугольника, можно доказать законы 1 -3 
для операций сложения этих вращении квадрата и правильного пяти­
угольника.
3) Сложение векторов.
Доказательство законов I -3 имеется в учебнике геометрии для
9-гокласса. Отметим, что символы а, Ь, с и 0 в этом случае обозна­
чают векторы а, Ь, с и 0, где 0 -  нулевой вектор. Символ -а  обо­
значает вектор -а ,  противоположный вектору а .
Рассмотрим операцию сложения на произвольном множестве.
Определение. Операция сложения определена на множестве, 
если при сложении двух любых элементов множества получается 
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Например, обычная операция сложения чисел на множестве 
простых чисел не определена, поскольку сумма простых чисел не 
всегда является простым числом (т.е. может оказаться «чужим» чис­
лом).
Определение. Множество с  с определенной на нем операцией 
сложения, удовлетворяющей законам 1-3, называется группой.
Согласно определению множество целых чисел Z , множество 
остатков от деления целых чисел на три, множество вращений пра­
вильного треугольника, квадрата и пятиугольника, множество векто­
ров являются группами относительно операций, рассмотренных на­
ми.
Примеры множеств с операцией сложения, не являющихся груп­
пами.
1. Рассмотрим множество натуральных чисел N  с опреде­
ленной на нем обычной операцией сложения его чисел. Число нуль 
не принадлежит множеству N  и поэтому его нельзя подставлять в 
равенство я + 0 = 0 + я = я  вместо символа 0. Ясно, что в множестве 
N не существует элемента 0 такого, что я + 0 - 0 + я  = я для любого 
а из N . Стало быть, операция сложения натуральных чисел не удов­
летворяет закону 2. Следовательно, множество N  не является груп­
пой.
Отметим также, что для любого натурального числа я проти­
воположное ему отрицательное число -я  не принадлежит множеству 
натуральных чисел. Поэтому на множестве N  для любого а не су­
ществует такое - я ,  что я + (-я) = (-я) + я = 0. Следовательно, закон 
3 не справедлив для операции сложения на N .
2. Рассмотрим множество неотрицательных целых чисел М с 
определенной на нем операцией сложения. Очевидно, для операции 
сложения справедливы законы 1 и 2. Для положительного целого 
числа противоположное ему отрицательное число уже не принадле­
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жит М . Отсюда следует, что закон 3 не справедлив для операции 
сложения чисел из М  и поэтому множество М не является группой.
3. Рассмотрим три целых числа - 1 , 0 , 1  из множества целых 
чисел с операцией сложения. Очевидно, для сложения чисел -1 , 0, 1 
справедливы законы 1-3. Но число 1 + 1 = 2 уже не принадлежит 
множеству чисел -1, 0, 1 (является «чужим» числом!). Поэтому опе­
рация сложения не определена на множестве чисел -1 , 0, 1. Сле­
довательно, это множество не является группой.
Другие примеры групп.
1. Рассмотрим числа нуль 0 и 1 из множества целых чисел.
Поскольку 1 + 1 = 2, множество чисел 
0, 1 не является группой. Однако из­
меним равенство 1+1 = 2, положив 
1 + 1 = 0. Очевидно, множество чисел 
0 , 1 с  определенной на нем новой опе- 
перацией сложения + является груп­
пой с таблицей сложения 3.
2. Рассмотрим вращения отрезка АВ (см. рис. 13) вокруг его 
центра О по плоскости, являющиеся
 „______  его самосовмещениями. При этом бу-
А О В дем считать совпадающими вращения 
отрезка, отличающиеся друг от друга 
Рис. 13 на целое число поворотов на 360°. Вра­
щения, при которых точка А переходит эту же точку, обозначим че­
рез 0; вращения, при которых точка А переходит в точку В, обо­
значим через 1. Сложением вращений назовем последовательное их 
выполнение. Очевидно, множество вращений 0, 1 с определенной 
на нем операцией сложения + является группой S  с таблицей сло­
жения 3.
3. Легко проверить, что множество многочленов ах + b, где 
а, Ь -  произвольные числа, с операцией сложения многочленов
t 0 1
0 0 1
1 1 0
Таблица 3
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является группой. В этой группе нулем 0 является многочлен Одс+О. 
Для многочлена ах+b противоположным многочленом является 
многочлен - а х - 6.
4. Напомним таблицу 4 сложения вращений квадрата, являю­
щихся его самосовмещениями. Это множество является группой, в 
которой нуль 0 есть вращение на 0 1радусов, противоположными яв­
ляются вращения, сумма градусных величин которых равна 0°.
Таблица сложения, согласно кото­
рой выполняется операция сложения 
элементов группы, называется табли­
цей Кэли по имени немецкого матема­
тика Артура Кэли. Он первый приме­
нил такие таблицы для записи сложе­
ния элементов группы. Таким образом, 
группа вращений квадрата является 
Таблица 4 группой с таблицей Кэли № 4» [211,
с. 99-103].
На основе изученного таким образом понятия группы далее в
10-11-м классах можно следующим образом изложить понятие про­
извольной алгебраической операции.
Сначала определяется, что упорядоченной парой (а,Ь) называ­
ется двухэлементное подмножество {а,Ь} элементов множества, в 
котором элемент а находится на первом месте. Поэтому (а,Ь) и 
(Ь, а) -  различные пары.
Затем объясняется, что операции возведения числа а е R в 
п-ю степень, взятия логарифма производятся с одним числом а. В 
отличие от этих операций, операции умножения чисел из R, сложе­
ния векторов являются бинарными. Поскольку операции производят­
ся с двумя элементами множества, то понятно, почему в названии
+ « 0 « 2 « 3
« 0 « 0 ". «2 «3
«1 «1 « 2 "о
« 2 « 2 «3 « 0 «1
« 3 « 3 « 0 fh « 2
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операции имеется приставка «би» (напомним, что «би» в переводе с 
латинского означает «два»).
Далее дается общее определение алгебраической операции. 
Пусть А -  непустое множество. Говорят, что на множестве А задана 
бинарная алгебраическая операция, если каждой упорядоченной па­
ре элементов из А поставлен в соответствие по некоторому правилу 
единственный элемент этого же множества А .
Определение необходимо прокомментировать: правило, по ко­
торому каждой упорядоченной паре чисел из R (векторов ) ставится 
в соответствие их произведение (сумма), является алгоритмом умно­
жения «столбиком» (правилом «параллелограмма»). Правила или 
описания, с помощью которых задаются или описываются бинарные 
алгебраические операции, могут быть самыми различными. Напри­
мер, описывается формулой с - а+^  правило, задающее на множе­
стве R бинарную операцию, по которой каждой упорядоченной паре
(а, Ь) чисел ставится в соответствие число . Нельзя назвать
2
формулой правило, по которому каждой упорядоченной паре (а,Ь) 
чисел из N ставится в соответствие (находится) наибольший общий 
делитель НОД(а,Ь).
1. Кратко бинарную алгебраическую операцию на произволь­
ном множестве А обозначают символом * и пишут а * Ь = с . Напри­
мер, а * Ь = НОД(а,Ь) или а * При этом а*Ь  называют ре­
зультатом операции с элементами а и Ъ. Когда речь вдет об одной и 
той же операции, слова «бинарная алгебраическая» обычно опуска­
ются.
Для наиболее употребительных операций зафиксированы обо­
значения: + , —, х , : — для арифметических операций на множестве 
R и n ,  и — для операций с множествами.
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Далее приводятся примеры множеств с бинарными алгебраи­
ческими операциями:
1. Множество п- элементных подстановок с операцией умно­
жения.
2. Множество многочленов (одной переменной с действитель­
ными коэффициентами) с операциями сложения, вычитания, умно­
жения.
3. Множество преобразований и функций с операцией компо­
зиции.
4. Множество поворотов квадрата с операцией сложения пово­
ротов, означающей последовательное их выполнение.
5. Множество R с операцией а v Ь = шах(а,Ь) где есть большее 
из чисел а и 6.
6. <8(М) -  множество всех подмножеств множества м  с опе­
рациями объединения и  и пересечения п .
Важную роль в определении алгебраической операции играет 
понятие упорядоченной пары. Поэтому следует заметить, что под­
ставляя в равенство а*Ъ-Ъ*а  вместо знака * символ соответст­
вующей операции, можно проверить, что для операций из примеров 
1, 3 не справедлив коммутативный, т.е. переместительный закон. 
Именно по этой причине в определении бинарной алгебраической 
операции говорится об упорядоченной паре элементов.
Далее следует вернуться к самому определению алгебраиче­
ской операции и объяснить подробнее, что означают слова «на мно­
жестве А задана бинарная алгебраическая операция»:
Для того чтобы операция была задана на множестве А , по оп­
ределению предъявляются три требования:
1) Существование результата. Результат а * b , операции * дол­
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жен существовать или быть известен для каждой пары элементов 
а, b множества л .  Например, для пары а, 0 на множестве R  не
существует результат операции а*Ь = ^ .  На множестве R не каж­
дой пары (а,Ь) существует результат операции a*b - J a b  извлече­
ния корня.
2) Единственность результата. Результат а * 6 операции * 
должен быть единственным.
Например, результатом операции Jab  являются два проти­
воположных числа. Поэтому есть соглашение считать результатом 
этой операции арифметический корень, т.е. положительное число.
3) Замкнутость результата. Результат а*Ь операции ♦ на 
множестве А должен принадлежать этому же множеству. Например, 
результат операции вычитания на множестве N  может быть отри­
цательным числом и поэтому может не принадлежать N . Поэтому 
вычитание на N  не является бинарной алгебраической операцией. 
Но множестве Z целых чисел вычитание -  бинарная алгебраическая 
операция.
Следует заметить, что бинарная алгебраическая операция на 
множестве А является отображением <р множества всевозможных
пар элементов А (декартова квадрата А2 ') в это же множество А . Ес­
ли при отображении <р паре (а,Ь) соответствует элемент с, то вме­
сто <р(а,Ь) = с, обычно пишут а*Ь =с. Элемент с называется еще 
композицией элементов а и Ь.
Сообщается, иго наиболее часто используются аддитивная и 
мультипликативная формы записи бинарной операции. При аддитив­
ной записи операции ее называют сложением, а элемент а + b -  сум­
мой. При мультипликативной записи операцию называю! умножени­
ем, а ее результат элемент ab -  произведением.
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Отметим, что в программе для 10-го класса [211] предусмот­
рено изучение решеточных операций (в частности, таблиц Кэли этих 
операций), что также может быть использовано в предложенной ме­
тодике.
§ 8. Особенности методики изучения понятия 
математической модели
Понятие «математическая модель» является ключевым в опи­
сании сути термина «математическое моделирование», трудно обо­
зримого в своей современной полноте и глубине, особенно в изло­
жении для школьников. Поэтому проблемы методики изучения это- 
ю  понятия в школе особенно трудно разрешимы.
Глубокий, многообразный смысл понятия идеальной матема­
тической модели, существующей лишь в сознании, даже профессио­
нальными математиками воспринимается по-разному. Специалист в 
области математического анализа привычно отождествляет это по­
нятие с одними важными признаками «своих» математических моде­
лей, специалист в области современной алгебры -  с другими важны­
ми признаками. Многобразие современных математических моде­
лей настолько велико, что даже краткое описание отличительных 
признаков всех видов существующих математических моделей по­
требует издания многих сотен томов книг. Об этом свидетельствует 
классификация всех видов современного математического моделиро­
вания (см., например, [188,193,247]).
Анализ философской и математической литературы показыва­
ет, что понятие модели настолько объемно и глубоко, что его в 
принципе следует считать неопределяемым, как и понятие множест­
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ва, алгоритма и т.д. В силу этого в литературе для факультативных 
занятий по математике для школьников отсутствуют какие-либо ме­
тодические особенности изложения многогранной сути самого по­
нятия математической модели. Например, в широко известной книге
Н.Я.Виленкина, Л.П.Шибасова, З.Ф.Шибасовой [37] в предметном ука­
зателе нет даже самого термина «модель».
В литературе по информатике объяснение этого понятия тра­
диционно начинается обычно с простых примеров из физики, химии, 
биологии и других предметов, а также из окружающей жизни: моде­
ли -  это макеты, таблицы, словесные описания, чертежи, планы дей­
ствий и пр. [41, 325]. В статье АЯ.Фридланд и И.АФридланд о ме­
тодологии моделирования описание понятия модели начинается со 
слов о том, что модель -  «реальный физический объект или процесс» 
[292].
Современные математические модели многообразны, поэтому 
не удивительно, что различны подходы в определении понятия модели 
даже в учебниках по информатике для школ. Приведем характерные 
примеры.
«Четко сформулировать (хорошо поставить задачу) -  это зна­
чит высказать те предположения, которые позволят из всего много­
образия информации об изучаемом явлении или объекте выделить 
исходные данные, определить, что будет служить результатом и ка­
кова связь между исходными данными и результатами. Все это -  
предположения, исходные данные, результаты и связи между ними -  
называют моделью задачи» [47, с. 32]. Моделирование с точки зре­
ния авторов учебника [47] -  это решение задачи на ЭВМ.
А.Г.Кушниренко, Г.В.Лебедев, Р.А.Сворень при определении 
понятия информационной модели отталкиваются от понятия «ин­
формационная модель», не объясняя, что такое модель вообще. «На­
бор величин, содержащий всю необходимую информацию об иссле­
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дуемых объектах и процессах, в информатике называют информаци­
онной моделью» [151, с. 170].
В учебнике по информатике для учащихся 7-9-х классов поня­
тие модели трактуется так: «Модель -  аналог (заместитель) ориги­
нала (объекта), отражающий некоторые его характеристики. Этот 
аналог служит для хранения и расширения знания об оригинале 
(объекте). Разнообразие моделей определяется разнообразием целей, 
поставленных при их создании» [106, с. 153].
В результате попыток объяснить «необъятный» смысл понятия 
модели (как и понятии математики) в литературе по информатике 
для учащихся школ возникла такая классификация моделей, подоб­
ная философской: материальные (физические, формальные, функ­
циональные, геометрические и пр.), мысленные (информационные, 
интуитивные, образные, образно-знаковые, знаковые и пр.) [183].
С учетом приведенных описаний разных трактовок смысла 
понятия математической модели можно предложить следующую ме­
тодическую схему изучения этого понятия.
1. Математическая модель как абстрактный образец ре­
шения задачи. Как показывает практика, довольно трудно для вос­
приятия школьников трактовка понятия модели как аналога (замес­
тителя) оригинала (объекта), отражающего некоторые его характери­
стики [106]. Например, сам термин «аналог» нетипичен для лексико­
на школьников и по этой причине представляется неудачным. Не 
«спасает» и слово «заместитель», которое в обыденном сознании ас­
социируется с человеком, заменяющим кого-нибудь в какой-нибудь 
должности или являющимся помощником должностною лица Тер­
мины «отражение» и «характеристика» также не соответствуют 
уровню познаний школьников об аналогах, что только усугубляет 
ситуацию.
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Любой старшеклассник знает смысл понятий «модель обуви», 
«модель одежды» и т.п. Слово «модель» ассоциируется прежде 
всего с моделью одежды, автомашины или с другой материальной 
моделью, т.е. каким-то новым, более совершенным, готовым для 
массового использования рекламным образцом. Поэтому на основе 
осознания школьниками потребности в решении математических 
задач следует дать первое представление о математической модели 
как о «рекламном» математическом образце (теореме, формуле, пра­
виле и т.д.), готовом для массового использования в приложениях, 
т.е. для решения различных задач или хотя бы задач однотипного 
вида. Только при условии однотипности этот образец (как и модель 
одежды) будет пригоден для массового использования в решении за­
дач. Подчеркнем, что этот элемент массовости очень важен для вос­
приятия школьников. Здесь уместно сослаться на общеизвестную 
теорему Пифагора как великолепный образец математической «кра­
соты», которой должно желать в понятии модели (красоты в смысле 
неожиданности, изящности формулировки теоремы, негривиально- 
сти доказательства и универсальности приложений).
Итак, при первоначальном знакомстве с понятием модели оно 
должно быть представлено как готовый результат исследования 
объекта, пригодный и удобный для использования на практике. В 
качестве результата могут быть даны формула, теорема, правило (ал­
горитм), метод и т.д. При этом не надо бояться обвинений в показе 
школьникам каких-то готовых результатов исследования (объекта 
или явления), поскольку в школьной программе имеется достаточно 
тем для развития умения решать задачи. Тем более что отсутствие 
самого решения дает так называемый «эффект многосерийного 
кино», когда изложение обрывается на самом интригующем мо­
менте и тем самым вызывает острый интерес к излагаемому.
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Необходимо демонстрировать такие образцы, которые должны 
произвести большое впечатление на обучаемых своей неожиданно­
стью, универсальностью, простотой и нетривиальносгью в полу­
чении конкретных практических результатов в различных облас­
тях. Такие лучшие образцы могут быть найдены прежде всего на 
основе использования внутрипредметных и межпредметных связей 
математики [19, 48, 151, 292]. Типичными «модельными» образцами 
являются физические формулы (в частности, формула для расчета 
времени падения тела с заданной высоты). Немало хороших образцов 
математических моделей можно найти в факультативной и популяр­
ной литературе [37,41,43,49, 74,104,268,287].
Напомним, что методологической основой в достижении гар­
монии между формальным языком математики и неформальными 
языками других наук в моделировании является понятие полной це­
почки использования компьютеров. Поэтому «желательны обучение 
и тренировка в самостоятельном построении полной цепочки ис­
пользования компьютеров: реальная ситуация, математическая мо­
дель, алгоритм, программа, симуляция решения, анализ результатов» 
[140, с. 13]. Не случайно авторы учебника [48] ввели понятие «мо­
дель задачи» как образец решения задачи на ЭВМ.
2. Математическая модель как важнейший этап в построении 
полной цепочки использования компьютеров. Раскрытие понятия ма­
тематической модели на основе понятия полной цепочки использо­
вания компьютеров соответствует идее Л.Выготского о пути обрете­
ния знаний посредством объяснительной реконструкции соответст­
вующих обстоятельств (см. гл. 4, § 3). Для такой реконструкции об­
стоятельств «жизни» и необходимы практические задачи, позволяю­
щие обучить построению полной цепочки использования компьюте­
ров. Яркие примеры такого построения на языке теории графов, 
геометрии и тригонометрии, дифференциального и интегрального
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исчисления и т.д. необходимы для популярного объяснения роли и 
места математической модели в процессе исследования объекта или 
явления. Понятие математической модели, «вырванное» из процесса 
исследования, не отражает сам процесс исследования и поэтому не 
может служить ориентиром в обучении.
Изучение понятия модели, осуществляемое в рамках обучения 
построению полной цепочки использования компьютеров, должно 
сопровождаться (естественно) объяснением смысла ряда терминов.
Реальная ситуация -  это осознание субъектом потребности в 
изучении какого-либо объекта или явления. Например, таким объек­
том может быть схема железнодорожных путей, а реальной ситуаци­
ей -  осознание необходимости найти такой вариант обхода желез­
нодорожных путей, при котором каждое звено пути между пунктами 
можно обойти только раз (проблема путевого обходчика, решаемая с 
помощью эйлеровых графов).
Выбор языка -  это поиск той темы, раздела из данной мате­
матической дисциплины (алгебры, геометрии, тригонометрии, диф­
ференциального и интегрального исчисления, теории графов и 
т.д.), на языке терминов которого возможно составить схему (план) 
решения задачи. Случается так, что для решения сложной задачи не­
обходимо использовать знания из различных тем или дисциплин.
Разработка модели -  это процесс нахождения плана (схе­
мы, алгоритма) использования определений, теорем, формул или 
методов, на основе которого можно подробно описать и обосновать 
решение задачи. Яркий пример такого плана -  этапы решения сте­
реометрической задачи (запись данных и иллюстрация их на рисун­
ке, обоснование дополнительного построения, решение и его анализ, 
приведение ответа к каноническому виду).
Математическая модель -  это готовый результат решения
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задачи, пригодный и удобный для использования на практике: фор­
мула, теорема, правило или какой-нибудь другой результат (алго­
ритм, чертеж) и т.д.
Алгоритм -  последовательность действий, которую надлежит 
выполнить исполнителю (конторским счетам, калькулятору, машине 
Поста, компьютеру) для получения конкретного ответа при заданных 
исходных данных в условии задачи.
Программа -  последовательность команд языка программи­
рования, на котором дано точное описание алгоритма действий 
(вычислений) исполнителя.
Симуляция решения -  проверка на простом примере правиль­
ности построения полной цепочки использования компьютера в про­
цессе решения задачи. Если обнаружено несоответствие результата 
решения исходным данным, то необходимо выявить слабое звено в 
построении цепочки. В связи с этим целесообразны задачи на обуче­
ние выявлению того или иного некорректного звена (этапа) в полной 
цепочке использования компьютеров (задачи на некорректно постро­
енные цепочки).
Анализ результата -  выявление пригодности или (частичной) 
непригодности полученной математической модели (математиче­
ского образца) для массового математического или прикладного ис­
пользования. Особенно яркие примеры такого анализа можно проде­
монстрировать на основе понятий комбинаторики (при анализе 
азартных игр, возможностей выигрыша в лотереях), теории вероят­
ностей и математической статистики.
Для полноценною раскрытия смысла понятия маге маги ческой 
модели на основе построения полной цепочки использования ком­
пьютеров требуется поэтапное профильное обучение, в процессе ко­
торого осуществится неоднократный (и на более высоком, чем ранее, 
уровне) возврат к объяснению смысла этого понятия.
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Далее следует объяснить, что существует очень много видов 
математического моделирования, классифицируемых по тем или 
иным математическим методам или в более широком смысле -  язы­
кам математики, на основе которых решаются задачи (проводятся 
большие исследования).
3. Модель есть множество с заданными на нем операциями и 
отношениями заданного типа (т.е. абстрактная структура). 
Напомним, что тип операции и отношения (т.е. способ определения 
или задания, арность, свойства и т.д.), образно говоря, играет такую 
же важную роль в классификации математических моделей, как и 
понятие атомного веса элемента в периодической таблице химиче­
ских элементов Менделеева.
При дальнейшем изложении следует объяснить, что данное 
определение универсально с точки зрения математического моде­
лирования. Другим важнейшим его достоинством является то, что 
оно позволяет избежать необходимости очень сложного описания 
всех видов математического моделирования. Вместо этого на осно­
ве типа модели дается возможность уяснить и запомнить самые 
главные «параметры» каждого вида моделей, что существенно об­
легчает запоминание, классификацию и описания многообразных 
видов математического моделирования.
Очень важно провести исторический обзор возникновения по­
нятия математической модели, причем следует начать с примера мо­
дели геометрии Евклида (Лобачевского Римана) и модели нату­
ральных чисел как (счетного) множества с заданными на нем опе­
рациями сложения, умножения и отношением линейного порядка.
4. Модель как представитель класса математических моде­
лей. Этот смысл понятия математической модели, по-видимому, це­
лесообразно объяснять в рамках физико-математического профиля 
обучения ДМ. При этом следует начать с того, что в математике (на­
пример, в современной алгебре) изучаются классы математических 
моделей, т.е. множества, образованные теми и только теми моделя­
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ми, на каждой из которых истинны заданные аксиомы (в частности, 
тождества), описывающие конкретные свойства моделей этого клас­
са. В качестве примера можно привести аксиомы, определяющие 
понятия группы, полугруппы, кольца, эквивалентности, частично 
упорядоченного множества, решетки, и показать содержательные 
различия между моделями (интерпретациями аксиом).
Как видно из изложенной методической схемы, не надо пы­
таться в рамках «жесткой» модели обучения ДМ давать общее 
(см., например, [193, с. 44]) определение математической модели, 
поскольку любое общее определение ограничит глубокий многооб­
разный смысл этого понятия и окажется непосильным для воспри­
ятия школьников. К тому же рассмотренное выше определение мо­
дели как абстрактной структуры общепринято в современной ДМ, 
достаточно посильно для восприятия при условии соответствующей 
пропедевтики его изучения и поэтому хотя бы отчасти может удов­
летворить целям обучения ДМ.
§ 9. Особенности методики изучения понятия 
математического языка
При изучении математического языка следует исходить из 
концептуальных различий понятий: формального языка (например, 
в СКМ и математической лингвистике), формальной системы (на­
пример, теорий, исчислений в математической логике и алгебре), 
формального языка в КТ («представимого машиной») [164, 260, 
261].
Необходимо предусмотреть последовательное изучение сле­
дующих основных понятий: алфавит, формула (слово), аксиома, 
правило вывода, теорема, доказательство, формальная теория, ин­
терпретация формальной теории, метаязык [164]. Процесс изучения
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этих понятий целеобразно сопровождать примерами корректного и 
некорректного перевода формулировок практических задач на мате­
матический язык.
С точки зрения поэтапности обучения в школе следует выде­
лить три этапа, определяющие основные особенности методики изу­
чения математического языка: предобучения, предпрофильного и 
профильного обучения ДМ.
Предобучение Д М  (с I-го по 7-й класс). Как следует из харак­
теризации этапа предобучения (см. гл. 3, § 5), в его начале возможна 
ранняя пропедевтика изучения понятий алфавита, формулы (слова) 
и простейших преобразований формул (слов) по заданным прави­
лам. Можно решать задачи на уяснение различий между произволь­
ным набором букв алфавита (в частности, русского) и словом из 
этих же букв, имеющим смысловое значение. Приведем примеры 
задач такого типа.
1. По заданным анаграммам найти исходные слова:
а)амам; б)апап; в)цяза; в)колв; г)околбок.
2. Не переставляя буквы в слове, последовательно заменить 
одну букву на другую так, чтобы из одного слова получилось другое.
Записать алгоритм превращения слова:
а) «рак» в слово «маг»;
б) «рама» в слово «кора».
(Заметим, что данная задача является задачей на преобразова­
ние формул (слов) языка по «смысловым» правилам.)
3. Подобрать такой слог, чтобы он был последним слогом для 
первого слова и первым для второго:
а) по ( ) а (ответ: «ПоСОХ», «СОХа»);
б) по ( ) ва (ответ: «ПоМОЛ», «МОЛва»).
Последняя задача является задачей на определение формулы 
(терма) по известной ее (его) части или в соответствии с заданными 
условиями.
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Как следует из характеристики психологических особенностей 
среднего звена обучения, наряду с тождественными преобразова­
ниями «школьных» алгебраических выражений можно предложить 
задачи на преобразования произвольных формул (слов) над задан­
ным алфавитом по заданным формальным простейшим правилам, 
являющимися, например, тождествами коммутативности ху = ух, 
идемпотентности хх = х и т.д. [211]. Можно предложить, например, 
задачи типа следующей.
Задача. В слове «комбинатор» можно менять местами любые 
две соседние буквы и вместо двух одинаковых оказавшихся рядом 
букв можно записать одну такую же. Доказать, что в результате та­
ких изменений получится слово «комбинаторика».
Целесообразно решение задач на подсчет числа всех одно-, 
дву-, трех- и четырехбуквенных слов.
Задача. Алфавит племени Мумбо-юмбо состоит из трех букв 
А,Б, В. Словом является любая последовательность, состоящая не 
более чем из четырех букв. Сколько слов в языке племени Мумбо- 
юмбо?
На основе различных упорядочений множеств «предметов» 
(сочетаний, перестановок, размещений таких множеств), биекций, 
операций пересечений и объединения этих множеств можно рас­
ширить круг возможных задач, предназначенных для изучения по­
нятий алфавита и формулы (слова) формального языка. Дополни­
тельно можно составить другие задачи, например, путем модифици- 
кации некоторых задач из ряда книг [25,43, 49,134,161].
Предпрофильное обучение Д М  (8 -  9-й классы). Как следует 
из характеризации этапа, целесообразно осуществлять систематиче­
скую пропедевтику изучения понятий алфавита, формулы (слова), 
аксиомы, правила вывода, теоремы, доказательства, формальной 
теории, интерпретации формальной теории. В рамках программы 
базового учебного плана по геометрии из всех перечисленных поня­
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тий предусмотрено первоначальное изучение только понятой аксио­
мы, теоремы и доказательств (простых теорем).
На этом этапе необходимо подготовить учащихся к воспри­
ятию аксиом кольца посредством изучения кольца остатков от деле­
ния на 4 и пятиэлементного поля (алгебры вращений) [211]. Затем 
следует приступить к изучению преобразований выражений (слов) 
алгебры высказываний.
В качестве произвольных слов над заданным алфавитом 
(больших латинских букв), естественно, рассматриваются простые 
высказывания [211]. После изучения в 8-м классе таблицы истинно­
сти логического умножения и сложения, можно на основе примеров 
научить составлять из простых высказываний (слов) более сложные. 
После доказательства с помошью таблиц истинности справедливо­
сти переместительного, сочетательного и распределительного зако­
нов логических действий, можно рассмотреть простейшие преобра­
зования логических выражений. После того как учащиеся усвоят за­
коны идемпотентности и операцию логического отрицания, целесо­
образно показать отличие законов алгебраических преобразований 
«школьных» алгебраических выражений (слов) и законов преобразо­
ваний логических выражений (логических слов), а также различие в 
порядке выполнения операций (см. [211]). В завершение изучения 
темы следует обсудить различие алфавитов, формул (слов), аксиом 
(таблиц истинности и законов арифметических действий), правил 
вывода (преобразований), теорем (доказываемых формул) алгебры 
буквенных числовых выражений и алгебры высказываний.
Далее можно осуществить интерпретацию аксиом кольца: в 
кольце целых чисел; в кольце многочленов; в кольце остатков от де­
ления на 4; пятиэлементном поле (алгебре пятиугольника) [211]. 
Затем следует показать невозможность интерпретации аксиом коль­
ца в алгебре высказываний и алгебре векторов.
При «жесткой» модели обучения ДМ возможно изучение бо­
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лее общих тем: «Алгебра высказываний», «Алгебра пятиугольника» 
и «Алгебра кольца остатков» [211].
Профильное обучение (10 -  11-й классы). Из характеристики 
данного этапа следует, что на основе уже изученного ранее можно 
перейти к изучению понятия формальной теории и ее интерпретации 
(с учетом профиля обучения).
При обучении по любому профилю целесообразно рассмот­
реть несколько примеров.
Пример. Формальная теория палиндромов в алфавите {а,Ь}.
Палиндромом является слово, которое одинаково читается сле­
ва направо и справа налево. Такими словами в русском алфавите яв­
ляются, например, слова «топот» и «потоп».
Аксиомы теории палиндромов -  формулы А, = а, А2=а, 
А3 = аа, Д, =66.
Правила вывода:
1)А \-аА а; 2) А\-ЬАЬ.
Легко убедиться, что теоремами этой теории являются любые 
непустые слова -  палиндромы в алфавите.
Пример теоремы.
Теорема abababa.
Доказательство. Рассмотрим аксиому А1 =Ь. На основании 
правила вывода А |— аАа при А -Ь  получаем Bl = aba. По прави­
лу вывода А]- ЬАЬ при А = В1 получаем В2 = babab. Из правила 
А |-  аАа при А = В следует abababa.
Изменяя буквы алфавита и правила вывода можно получить 
достаточное количество подобных примеров.
При обучении по математическому профилю далее целесооб­
разно дать представление об исчислении высказываний и аксиома­
тическом методе построения формальных теорий: геометрии Евкли­
да, Лобачевского, векторного пространства, теории групп и полу­
групп, колец, решеток. Изложение желательно сопровождать яркими
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историческими экскурсами (из жизни Лобачевского, Гаусса, Больяй, 
Галуа и др.).
При обучении по базовому и методологическому профилю 
можно ограничиться только примерами «палиндромного» типа, вы­
водом простейших свойств элементов произвольной коммутативной 
группы и ассоциативно-коммутативного кольца, изучением аксиом 
произвольного векторного пространства (с последующими различ­
ными интерпретациями).
§ 10. Особенности методики изучения понятий 
алгоритма и алгоритмической разрешимости
Напомним, что под алгоритмической разрешимостью пони­
мается решение проблемы существования алгоритма (решения одно­
типных задач) [178, т. 5].
К сожалению, в учебниках и методической литературе по ин­
форматике основное внимание уделяется изучению информацион­
ных процессов, информационному моделированию (см., например, 
[106, 151]). Как отмечалось, образовательный курс школьной ин­
форматики строится, по существу, на основе различных интерпрета­
ций понятия «исполнителя» алгоритма, интерпретированного только 
на языке школьной математики и некоторых других школьных 
предметов.
Важнейшим в изучении алгоритма и алгоритмической разре­
шимости является «дискретный» подход, заключающийся в решении 
разнообразных алгоритмически разрешимых задач (из теории гра­
фов, комбинаторного анализа, булевых функций и других разделов 
ДМ). При этом задача является алгоритмически разрешимой или не­
разрешимой, если существует или соответственно не существует ал­
горитм ее решения на используемом математическом языке. На ос­
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нове понятия алгоритмически разрешимой задачи сформировалось 
понятие исполнителя (алгоритма) и было уточнено само понятие ал­
горитма. В результате вошли в обиход понятия эквивалентных и эф­
фективных алгоритмов, являющиеся ключевыми для понимания су­
ти и корректности вычислений на компьютере.
Па наш взгляд, наиболее полно суть «дискретного» подхода в 
изучении понятий алгоритма и алгоритмической разрешимости от­
ражает следующая методика [211].
В 8-м классе на основе ряда занимательных, практических 
примеров и задач, рассмотрения вращений правильных многоуголь­
ников изучаются таблицы Кэли операций кольца Z4 остатков от де­
ления на 4, пятиэлементного поля Р и таблицы истинности алгебры 
высказываний В . Вычисляются значения буквенных выражений ал­
гебр Z4, Р, В и доказываются основные законы операций.
В 9-м классе предлагаются упражнения на доказательство то­
ждеств и решение уравнений (в том числе с параметрами) в каждой 
из алгебр Z4, Р, В. Изучаются сходство и различие свойств опе­
раций, методов доказательства тождеств и решений уравнений.
Вводятся персонажи Смекапкин (см. [176]), Ленивкин и со­
всем не знающий математику Кнопкин. Рассматриваются различные 
алгоритмы решения этими персонажами одних и тех же практиче­
ских задач в кольце целых чиеел Z и поле рациональных чисел Q. 
Алгоритмы вычислений и решения простых уравнений в алгебрах 
Z4, Р и В .
10-й класс. Предлагаются следующие виды задач: задачи с не­
правильно составленным условием; нерешенные задачи; задачи, ко­
торые не имеют решения; задачи с бесконечным и конечным числом 
действий (исполнителя). Осуществляются вычисления в алгебрах 
2 ,  Q, Z4, Р , В па микрокалькуляторах, различающихся перечнем 
выполняемых операций и размером табло. Выясняется возможность 
вычисления точного ответа задачи. Определяется число действий,
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выполненных при вычислении точною ответа. Приводятся приме­
ры вычислений Кнонкина, Ленивкина и Смекалкина, алгоритмы ре­
шений квадратного уравнения в алгебрах Z , Q, Z4, Р , В .
Далее рассматриваются устройство, команды и примеры про­
грамм машины Поста, виды программ, массивы и их объединения, 
программы сложения натуральных чисел и некоторые программы 
вычитания, умножения и деления натуральных чисел.
11-й класс. В этом классе приступают к изучению алгоритмов 
построений циркулем и линейкой, нахождения наибольшего общего 
делителя двух натуральных чисел, решения системы двух линейных 
уравнений с двумя неизвестными, поиска эйлеровой цепи в графе (с 
предварительным изучением соответствующих понятий).
После этого изучают следующее:
1. Понятие алгоритма. Определенность, массовость, результа­
тивность алгоритма.
2. Условные микрокалькуляторы и их программы. Микро­
калькуляторы с возможностями вычислений х + у, х - у ,  1:х 
( х * 0 ); ду + х+у+1 идр.
3. Устройство, команды и примеры программ машины Тью­
ринга. Программа сложения натуральных чисел. Понятие автомата. 
Примеры автоматов. Понятие исполнителя. Уточнение понятия ал­
горитма. Эквивалентные и эффективные алгоритмы и их примеры. 
От машины Поста и Тьюринга к ЭВМ.
4. Неразрешимость задачи о трисекции угла и квадратуре кру­
га. О разрешимости уравнений в радикалах. Разрешимость уравне­
ний в алгебрах Z, Q, Z4, Р, В. Распознавание конечных изоморф­
ных (равных) графов.
5. О проблеме разрешимости. Разрешающие алгоритмы. Поли­
номиальное и экспоненциальное время работы алгоритма. Новые 
примеры алгоритмически разрешимых и неразрешимых задач.
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Естественно, с учетом профиля при «мягкой» модели обуче­
ния ДМ возможны сокращения или модификации предложенной ме­
тодики.
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Заключение
В монохрафии путем анализа социокультурных и математико­
кибернетических аспектов моделирования выявлена концептуальная зна­
чимость ДМ в достижении гармонии формализованного и неформализо­
ванного языков самых разнообразных видов моделирования. На этой ос­
нове исследованы предмет и функции современной ДМ, ее роль в разра­
ботке и совершенствовании систем компьютерной математики, новых 
компьютерных технологий, в решении математических проблем с ис­
пользованием компьютеров. Таким образом, исследована фундаменталь­
ная роль ДМ в математизации наук и, в частности, в теоретических осно­
вах информатики, важность которой подчеркивал основоположник ин­
форматики (кибернетики) В.М.Глушков.
Исходя из характеризации предмета и функций современной ДМ 
проанализирована концептуальная роль учебной дисциплины «Дискрет­
ная математика» в госстандартах высшего и среднего профессионального 
образования. В результате выявлена актуальность непрерывного поэтап­
ного профильного обучения ДМ в системе «школа -  вуз».
В свете современного социокультурного системного подхода в обу­
чении математике исследован развивающий потенциал ДМ, проанализи­
ровано состояние обучения ДМ в системе «ппсола-вуз» и выявлены про­
блемы обучения ДМ.
Для решения этих проблем разработана стратегия непрерывного 
обучения ДМ в школе и вузе.
В рамках стратегии обучения ДМ разработаны основы методики 
непрерывного обучения ДМ: произведен отбор основного содержа­
ния ДМ для профильных курсов в 8-11-м классах, выявлены осо­
бенности методики изучения основных понятий и фактов современ­
ной ДМ (первых понятий и фактов комбинаторики, бинарного от­
ношения, алгебраической операции и алгебры, математической мо­
дели, математического языка, алгоритма и алгоритмической разре­
шимости).
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Перспективными направлениями дальнейших исследований, 
на наш взгляд, являются:
1) определение концептуальной и методологической роли ДМ 
в разработке стратегии обучения математическому моделированию 
студентов вузов;
2) выявление концептуальной роли ДМ в стандартизации 
обучения курсу математики и информатики в системе высшего и 
среднего профессионального образования;
3) решение проблем модернизации «функционально-ориенти­
рованных» действующих программ обучения математике в обще­
образовательных учреждениях с целью формирования дискретной 
компоненты мышления учащихся;
4) отбор общеобразовательных понятий и фактов ДМ для каж­
дого из четырнадцати профилей обучения в школе и разработка со­
ответствующих методик их изучения (на основе концепций матема­
тического, базового и общего профиля обучения ДМ);
5) выявление конкретных особенностей «мягкой» модели обу­
чения ДМ для каждого профиля обучения в школе.
К сожалению, внезапная преждевременная кончина в 1967 г. 
выдающегося математика А.И.Мальцева не позволила ему осущест­
вить его мечту о реальном создании института дискретной матема­
тики и математической логики с многими подразделениями и отде­
лами, в котором, в частности, планировалось вести научные разра­
ботки, подготовку научных кадров.
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Приложение 1
Программа обучения дискретной математике 
по математическому профилю
Раздел «Предлрофильное обучение»
8-й класс
(2 ч в неделю)
1. Практические задачи и графы. Понятие графа. Маршруты 
цепи и циклы. Применение графов в решении занимательных и 
практических задач.
2. Необычные таблицы сложения и умножения. Шифры и ос­
татки. Действия с остатками. Законы действий с остатками. Враще­
ния фигур. Законы действий алгебры пятиугольника.
3. Первое знакомство с математической логикой. Логиче­
ские умножение, сложение и отрицание. Вычисление значений ло­
гических выражений. Тождественные преобразования логических 
выражений. Физический смысл логических действий.
4. Различные задачи. Уравнения с параметрами. Задачи на 
свойства натуральных чисел. Нестандартные задачи. Решения Сме- 
калкина, Ленив кина и Кнопкина.
9-й класс
(2 ч в неделю)
1. Графы и группы. Связные графы. Деревья. Равные графы. 
Понятие группы. Примеры групп. Группа симметрий (автоморфиз­
мов) графа.
2. Алгебра высказываний. Логические умозаключения. Анализ 
текстов и логические выражения. Вычисление значений логических
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выражений. Законы алгебры высказываний. Доказательство логиче­
ских тождеств. Логические тождества и электрические схемы.
3. Решение уравнений в различных алгебрах. Решение уравне­
ний в различных числовых множествах. Свойства операций алгебры 
пятиугольника. Решение уравнений в алгебре пятиугольника (в 
том числе и с параметрами). Свойства операций алгебры остатков. 
Решение уравнений в алгебре остатков. Решение уравнений в алгеб­
ре высказываний.
4. Нестандартные задачи. Метод перебора. Метод перебора в 
занимательных задачах. Комбинаторные задачи. Произведение мно­
жеств. Различные задачи.
Раздел «Профильное обучение»
10-й класс 
(2 ч в неделю)
1. Элементы комбинаторики [32, 211]. Правила суммы и про­
изведения. Размещения и перестановки (с повторениями). Сочетания 
(с повторениями). Бином Ньютона. Разложение предметов по ящи­
кам (чисел на слагаемые). Примеры рекурентных соотношений и 
производящих функций и их применение в решении комбинаторных 
задач. Понятие об асимптотических оценках. Практические задачи 
на целочисленное решение уравнений.
2. Вычисления в решении задач. Машина Поста [143, с. 22 -  
40; 230, с. 5 -  34]. Виды задач: задачи с неправильно составленным 
условием; нерешенные задачи; задачи, которые не имеют решения; 
задачи с бесконечным и с конечным числом действий (исполнителя). 
Вычисления на различных микрокалькуляторах. Возможность вы­
числить точный ответ задачи. Число действий, выполненных при 
вычислении точного ответа. Примеры вычислений Кнопкина, Ле-
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нивкина и Смекалкина Алгоритмы решения квадратного уравнения 
в различных алгебрах.
Устройство и работа машины Поста. Примеры программ. Эф­
фективные алгоритмы. Об арифметических действиях с натураль­
ными числами [74, с. 46 -  57; 286].
3.Бинарные отношения [104, с. 139-199; 210, § 1 ,4 ; 234, 
с. 53 -79]. Примеры бинарных отношений (равенства, сравнения, 
делимость нацело на множестве чисел, параллельность и перпенди­
кулярность на множестве прямых и др.). Свойства бинарных отно­
шений. Декартов квадрат множества и его графическое изображение 
(на примере трех- и четырехэлементного множества). Определение 
бинарною отношения как подмножества декартова квадрата множе­
ства. Примеры бинарных отношений на конечном (трех-, четырех- и 
пятиэлементном) множестве. Связь между бинарными отношениями 
и графами. Ориентированные и неориентированные графы. Изо­
морфные (равные) графы [211] и бинарные отношения. Машинное 
представление трафов. Сеть. Граф сети [315, 262]. Отображения и 
функции [79, с. 29 -  53; 234, с. 31 -52].
Способы задания отображений [79, с. 32 -33].
4. Частично упорядоченные множества и решетки [17, с. 11 -  
37; 136, с. 7 -2 4 ; 291, с. 161 -  190]. Примеры частично упорядочен­
ных множеств (целые числа с обычным отношением порядка или с 
отношением «делиться нацело»; множество всех подмножеств дан­
ного множества с отношением включения и др.). Сравнимые и 
несравнимые элементы частично упорядоченного множества. Опре­
деление частично упорядоченного множества как множества с реф­
лексивным, антисимметричным и транзитивным бинарным отноше­
нием. Диаграмма частично упорядоченного множества. Изоморфные 
(равные) частично упорядоченные множества Описание «малых» 
частично упорядоченных множеств.
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Пересечение двух сравнимых элементов частично упорядо­
ченного множества. Пересечение а л h двух несравнимых элемен­
тов а , Ь частично упорядоченного множества как элемент, наи­
больший среди всех элементов частично упорядоченного множества, 
меньших а , b одновременно.
Полурешетка. Полурешетка как алгебра с одной операцией. 
Таблицы Кэли иолурешегки. Полуфуппа. Примеры нолутруин [79, 
с. 75 -90].
11-й юшсс 
(2 ч в неделю)
1. Высказывательные формы [287, с. 102 -127; 264, с. 101 -  
138]. Понятие высказывательной формы или предиката от одной пе­
ременной. Примеры предикатов. Область определения и истинности 
предиката. Логические операции над предикатами. Связь операций 
над предикатами с их множествами истинности. Кванторы. Двухме­
стные предикаты. Примеры кванторов. Определения уравнения, то­
ждества и неравенства. Определение функции и периодической 
функции [223, с. 21 -  25]. Отрицание высказываний, содержащих 
кванторы.
Строение математической теоремы. Виды теорем. Понятие о 
логике предикатов.
2. Язык математики [79, с. 54 -90; 305, с. 17 -22; 291, 
с. 92 -106, 191 -192; 45, с. 56 -99; 35, с. 188 -210]. Понятие унар­
ной, бинарной и n-арной алгебраической операции и алгебры. При­
меры алгебр. Понятие кольца. Примеры колец. Кольцо вычетов и 
криптография [284, с. 27 -32]. Примеры бинарных и тернарных от­
ношений. Понятие п -арною отношения. Понятие математической 
модели, языка и подъязыка. Язык «непрерывной» и дискретной ма­
тематики.
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О математической лингвистике: основные понятия; типы син­
таксических языков; принципы синтаксической простоты. Анализ 
текстов художественных произведений [141, с. 24 -41].
3. Алгоритмы и ЭВМ [45, с. 130-179; 143, гл. 1, 2, 4, 6]. Ал­
горитмы построений циркулем и линейкой [138, с. 7 -38]. Алгоритм 
Евклида нахождения наибольшего общего делителя двух натураль­
ных чисел [96, с. 18 -20]. Алгоритм решения системы двух линей­
ных уравнений с двумя неизвестными.
Алгоритм Флери поиска эйлеровой цепи в графе [282, с. 45 -
46].
Понятие алгоритма. Определенность, массовость, результатив­
ность алгоритма [13, с. 162 -66].
Условные микрокалькуляторы и их программы. Микрокаль­
куляторы с возможностями вычислений х + у , х - у ,  1:х ( х * 0 )  ; 
ху + х + у +l  и др. [44, с. 144, с. 146].
Устройство и команды машины Тьюринга Примеры программ 
машины Тьюринга [45, с. 138 -  149]. Программа сложения натураль­
ных чисел. Понятие автомата. Примеры автоматов [291, с. 88 -  90]. 
Понятие исполнителя. Уточнение понятия алгоритма Понятие 
эквивалентных алгоритмов и их примеры. Эффективные алгоритмы 
и их примеры [47, с. 33 -35]. От машины Поста и Тьюринга к ЭВМ 
[143, с. 58-75, с. 84-115].
4. Проблемы разрешимости. Неразрешимость задачи о три­
секции угла и квадратуре круга О разрешимости уравнений в ради­
калах [78, с. 93 -110]. О разрешимости уравнений в алгебре пяти­
угольника и кольце вычетов. Распознавание конечных изоморфных 
(равных) графов и частично упорядоченных множеств.
О проблеме разрешимости [143, с. 35 -40, 76 -82; 308, с. 9 - 
20]. Разрешающие алгоритмы. Полиномиальное и экспоненциальное
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время работы алгоритма. Примеры алгоритмически разрешимых за­
дач [282, с. 45 -46, 70 -71; 40, с. 3 -27,47 -64; 295, с. 62 -66].
5. Предмет и функции ДМ. О процессе математизации наук. О 
классификации видов математическою моделирования. Машинный 
экс-перимент и его отличие от «натурного». ДМ как фундаменталь­
ная основа математического моделирования. Предмет и функции 
ДМ. Понятие полной цепочки использования компьютера О сути 
этапов решения задачи: постановки задачи; выбора математического 
языка для ее решения; разработки модели решения; разработки алго­
ритма решения, написания и отладки программы; симуляции и ана­
лиза результатов.
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Приложение 2
Программа обучения дискретной математике 
по базовому профилю
Раздел «Пред профильное обучение»
9-й класс 
(1 ч в педелю)
1. Практические задачи и графы. Понятие графа. Маршруты 
цепи и циклы. Связные графы. Деревья. Равные графы. Применение 
графов в решении занимательных и практических задач.
2. Необычные таблицы сложения и умножения. Шифры и ос­
татки. Действия с остатками. Законы действий с остатками. Враще­
ния фигур. Законы действий алгебры пятиугольника (пятиэлемент­
ного поля, интерпретируемого как вращения правильного пяти­
угольника, являющиеся его самосовмещениями).
3. Алгебра высказываний. Логические умножение, сложение, 
следование и равносильность. Вычисление значений логических 
выражении. Законы алгебры высказываний. Тождественные преоб­
разования простых логических выражений. Логические тождества и 
электрические схемы.
4. Различные задачи. Уравнения с параметрами. Задачи на 
свойства натуральных чисел. Нестандартные задачи. Решения Сме- 
калкина, Ленивкина и Кнопкина.
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10-й класс 
(2  ч в неделю)
1. Элементы комбинаторики [32, 211]. Метод перебора в 
«школьных» и занимательных задачах. Комбинаторные задачи. 
Произведение множеств. Правила суммы и произведения. Раз­
мещения и перестановки (с повторениями). Сочетания (с повторе­
ниями). Бином Ньютона Примеры практического применения ком­
бинаторных формул.
2. Вычисления в решении задач. Машина Поста [17, с. 2 2 -  
40; 230, с. 5 -  34]. Виды задач: задачи с неправильно составленным 
условием; нерешенные задачи; задачи, которые не имеют решения; 
задачи с бесконечным и с конечным числом действий (исполните­
ля). Вычисления на различных условных микрокалькуляторах. 
Возможность вычислить точный ответ задачи. Число дсйсгвий, вы­
полненных при вычислении точного ответа. Примеры вычислений 
Кнопкина, Ленивкина и Смекалкина. Алгоритмы решения квадрат­
ного уравнения в различных алгебрах.
Устройство и работа машины Поста. Примеры программ. Эф­
фективные алгоритмы. Об арифметических действиях с натураль­
ными числами [74, с. 46 -57; 286].
3.Бинарные отношения [104, с. 139-199; 210, § 1,4; 234, 
с. 53 -79). Примеры бинарных отношении (равенства, сравнения, 
делимость нацело на множестве чисел, параллельность и перпенди­
кулярность на множестве прямых и др.). Свойства бинарных отно­
шений. Декартов квадрат множества и его графическое изображение 
(на примере трех- и четырехэлементного множества). Определение 
бинарного отношения как подмножества декаргова квадрата множе­
Раздел «П рофильное обучение»
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ства. Примеры бинарных отношений на конечном (трех-, четырех- и 
пятиэлементном) множестве. Связь между бинарными отношениями 
и графами. Ориентированные и неориентированные графы. Изо­
морфные (равные) графы [211] и бинарные отношения. Машинное 
представление графов. Сеть. Граф сети.
Отображения и функции [79, с. 29-53; 234, с. 31 -52]. Спо­
собы задания отображении [79, с. 32 -33].
4. Частично упорядоченные множества и решетки [17, 
с. 11 -37; 136, с. 7 -  24; 291, с. 161 -  190]. Примеры частично упо­
рядоченных множеств (целые числа с обычным отношением поряд­
ка или с отношением «делиться нацело»; множество всех подмно­
жеств данного множества с отношением включения и др.). Срав­
нимые и несравнимые элементы частично упорядоченного множест­
ва. Определение частично упорядоченного множества как множества 
с рефлексивным, антисимметричным и транзитивным бинарным от­
ношением. Диаграмма частично упорядоченного множества.
11-й класс 
(2 ч в неделю)
1. Высказывательные формы [287, с. 102-127; 264, с. 101 -  
138]. Понятие высказывательной формы или предиката от одной пе­
ременной. Примеры предикатов. Область определения и истинности 
предикат. Примеры двухместных предикатов. Примеры кванторов. 
Определения уравнения, тождества и неравенства. Определения 
функции и окружности [223, с. 21 -25].
Строение математической теоремы. Виды теорем.
2. Язык математики [79, с. 54 -90; 305, 17 -22; 291, с. 92 -  
106, 191 -192; 45, с. 56 -99; 35, с. 188 -210]. Понятие группы. При­
меры групп. Группа симметрий (автоморфизмов) графа. Понятие 
унарной, бинарной и л-арной алгебры. Примеры алгебр. Понятие
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кольца. Примеры колец. Кольцо вычетов и криптография [284, 
с. 27 -32]. Практические задачи на целочисленное решение уравне­
ний.
Примеры бинарных и тернарных отношений. Понятие мате­
матической модели, языка и подъязыка.
3. Алгоритмы и ЭВМ [45, с. 130 -179; 143, е. 6 -  40; с. 58 -  75, 
с. 84-115]. Алгоритмы построений циркулем и линейкой [138, 
с. 7 -  38]. Алгоритм Евклида нахождения наибольшего общего дели­
теля двух натуральных чисел [96, с. 18 -  20]. Алгоритм решения си­
стемы двух линейных уравнений с двумя неизвестными.
Алгоритм Флери поиска эйлеровой цепи в графе [282, с. 45 -
46].
Понятие алгоритма. Определенность, массовость, результа­
тивность алгоритма [13, с. 162 -  166].
Условные микрокалькуляторы и их программы. Микрокаль­
куляторы с возможностями вычислений х + у , х - у ,  \ :х  ( х * 0 )  ; 
ху + х + у  + 1 и др. [44, с. 144, с. 146].
Понятие автомата. Примеры автоматов [39, с. 88 -90]. Понятие 
исполнителя. Уточнение понятия алгоритма. Понятие эквивалент­
ных алгоритмов и их примеры. Эффективные алгоритмы и их при­
меры [47, с. 33 -35]. От машины Поста к машине Тьюринга и ЭВМ 
[143, с. 58-75, с. 84-115].
4. Предмет и функции ДМ. О процессе математизации наук. 
О классификации видов математическою моделирования. Машин­
ный эксперимент и его отличие от «натурного». ДМ как фундамен­
тальная основа математического моделирования. Предмет и функ­
ции ДМ. Понятие полной цепочки использования компьютера О 
сути этапов решения задачи: постановки задачи; выбора математи­
ческою языка для ее решения; разработки модели решения; разра­
ботки алгоритма решения, написания и отладки программы; симу­
ляции и анализа результатов.
Приложение 3
Программа обучения дискретной математике 
по общему профилю 
9-й класс. Раздел «Необычная математика»
(всего 15 ч)
Практические задачи и графы. Понятие графа. Маршруты цепи 
и циклы. Связные графы. Применение графов в решении занима­
тельных и практических задач. Необычные таблицы сложения и ум­
ножения. Шифры и остатки. Действия с остатками. Логические ум­
ножение, сложение и отрицание. Вычисление значений логических 
выражений. Логические умозаключения. Анализ текстов и логиче­
ские выражения. Законы алгебры высказываний. Простые тождест­
венные преобразования логических выражений. Нестандартные за­
дачи. Решения Смекал кина, Ленивкина и Кнопкина. Метод перебора 
в занимательных задачах. Комбинаторные задачи. Произведение 
множеств.
10-й класс
(1 ч в неделю)
1. Множества и операции над ними. Множества предметов. 
Равенство множеств. Подмножества. Операции пересечения, объе­
динения и дополнения. Законы операций. Числовые множества. 
Натуральные числа. Целые числа. Рациональные и иррациональные 
числа.
2. Элементы комбинаторики [32, 211]. Правила суммы и про­
изведения. Размещения и перестановки (с повторениями). Сочета­
ния (с повторениями). Бином Ньютона. Классическое определение 
вероятности. Теоремы о вероятности суммы и произведения собы­
тий.
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3. Вычисления в решении задач [143, с. 22 -  40; 230, с. 5- 
34]. Виды задач: задачи с неправильно составленным условием; не 
решенные задачи; задачи, которые не имеют решения; задачи с бес­
конечным и с конечным числом действий (исполнителя). Вычисле­
ния на различных условных микрокалькуляторах. Возможность вы­
числить точный ответ задачи. Число действий, выполненных при 
вычислении точного ответа. Примеры вычислений Кнопкина, Ле- 
нивкина и Смекалкина.
4. Бинарные отношения [104, с. 139 -  199; 210, § 1, 4; 234, 
с. 53 -  79. Примеры бинарных отношений (равенства, сравнения, де­
лимость надело на множестве чисел, параллельность и перпендику­
лярность на множестве прямых и др.). Свойства бинарных отноше­
ний. Декартов квадрат множества и его графическое изображение 
(на примере трех- и четырехэлементного множества). Определение 
бинарною отношения как подмножества декартова квадрата 
множества. Примеры бинарных отношений на конечном (трех-, 
четырех- и нятиэлементном) множестве. Связь между бинарными 
отношениями и графами. Ориентированные и неориентированные 
графы. Деревья. Изоморфные (равные) графы.
11-й класс 
(1 ч в неделю)
1. Высказывательные формы [287, с. 102 -127; 264, с. 101 — 
138]. Понятие высказывательной формы или предиката от одной пе­
ременной. Примеры предикатов. Область определения и истинности 
предиката. Логические операции над предикатами. Двухместные 
предикаты. Примеры формул с кванторами. Виды определений, тео­
рем и их запись в виде формулы логики предикатов. Анализ логиче­
ской структуры различных официальных текстов (из экономической, 
социологической, юридической, политической и других областей).
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2. Язык математики и проблема разрешимости [79, с. 54 -  90; 
305, 17 -  22; 291, с. 92 -106, 191 -192; 45, с. 56 -99; 35, с. 188 -  
2101. Таблицы Кэли операций кольца вычетов (по модулю 4) пяти- 
элементного поля и алгебры высказываний. Понятие унарной, би­
нарной и я-арной алгебраической операции и алгебры. Примеры ал­
гебр (полугрупп, групп).
Примеры тернарных отношений. Понятие я-арною отноше­
ния. О понятии математической модели, языка и подъязыка. О язы­
ках «непрерывной» и дискретной математики.
Неразрешимость задачи о трисекции угла и квадратуре круга 
О разрешимости уравнений в радикалах [178, с. 93 -110]. О разре­
шимости задачи об определении эйлеровости графа. О проблеме 
разрешимости [143, с. 35 -40,76 -82; 308, с. 9 -20].
3. Примеры математического моделирования. Поиск мини­
мального остового дерева (жадный алгоритм Крускала). Алгоритм 
Флери поиска эйлеровой цепи в графе [282, с. 45 -6 ] .  Сеть. Граф се­
ти. Сетевая модель выполнения комплекса работ. Матрица смежно­
сти графа и решение задач на графы с помощью компьютера.
О математической лингвистике: основные понятия; типы син­
таксических языков; принципы синтаксической простоты. Анализ 
текстов художественных произведений [141, с. 24 -41].
4. Предмет и функции ДМ. О процессе математизации наук. 
О классификации видов математическою моделирования. Машин­
ный эксперимент и его отличие от «натурного». ДМ как фунда­
ментальная основа математического моделирования. Предмет и 
функции ДМ. Понятие полной цепочки использования компьютера. 
О сути этапов решения задачи: постановка задачи; выбор матема­
тическою языка для ее решения; разработка модели решения; 
разработка алгоритма решения, написание и отладка программы; 
симуляция и анализ результатов.
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Приложение 4
Программа «Алгебраические и логические структуры» 
для учащихся 8-10-х классов
8-й класс
Простейшие мегоды шифровки, основанные на понятиях ос­
татков от деления суммы и произведения натуральных чисел. Таб­
лицы Кэли операций сложения, вычитания и умножения в кольце 
остатков от деления на 4. Свойства операций кольца Формулы со­
кращенного умножения и свойства степеней (для операции умноже­
ния). Вычисление значений и тождественные преобразования выра­
жений. Решение уравнений (в том числе и с параметром).
Вращения правильною пятиугольника, являющиеся его само- 
совмещениями и различающиеся только расположением вершин. 
Таблицы Кэли операций сложения, вычитания умножения и деления 
в пятиэлементном поле (новой арифметике). Свойства операций пя­
тиэлементного поля. Вычисление значений и тождественные преоб­
разования выражении. Решение уравнений (в том числе и с парамет­
ром).
9-й класс
Понятие высказывания. Грамматические связки и логические 
операции. Таблицы истинности. Вычисление значений логических 
выражений. Логические тождества. Тождественные преобразования 
логических выражений. Решение логических уравнений. Простей­
шие примеры анализа и синтеза электрических схем.
Вычисление значений, тождественные преобразования выра­
жений и решение уравнений: в кольце остатков от деления на четы­
ре, пятиэлементном поле и алгебре высказываний (уравнений, яв­
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ляющихся аналогами обычных «школьных» алгебраических выра­
жений и уравнений, в том числе и квадратных).
10-й класс
Примеры графов и бинарных отношений. Свойства рефлексив­
ности, симметричности, антисимметричности, транзитивности. Уп­
ражнения на свойства бинарных отношений. Определение отноше­
ния частичного порядка и частично упорядоченного множества.
Примеры частично упорядоченных множеств (с отношением 
линейного порядка, с отношением делиться нацело на множестве 
целых чисел и др.). Диаграмма частично упорядоченного множества. 
Описание л-элементных частично упорядоченных множеств для 
п<, 4. Наибольший и наименьший элементы частично упорядочен­
ного множества. Сумма (объединение) и произведение (пересечение) 
двух элементов частично упорядоченною множества. Определение 
решетки. Описание п-элементных решеток для п<6.  Решетка как 
алгебра. Таблицы Кэли решеточных операций. Свойства решеточ­
ных операций. Применение решеток в радиотехнике, генетике и 
кристаллографии.
Понятие произвольной алгебраической операции и алгебры. 
Примеры ашебр. О современной алгебре и математической логике 
как теоретической основе программирования, разработки вычисли­
тельной техники, криптографии и др.
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